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数学の分野の一つに数理論理学という分野があり, その中に算術という分野がある. 算術は「我々の自然数
論の中での議論」を数学的対象とする分野である. 例えば群論が群を対象として議論するために群の公理を定
めるように, 算術でも「我々の自然数論の中での議論」を公理化する. その一つが PA(Peano arithmetic) で
ある. PA は簡単に言うと高校までの自然数論 (足し算, 掛け算, 数の大小, 数学的帰納法)を形式化した公理系
で, 自然数論の形式化のうちで最も有名な公理系の一つである.
本講演では, 算術における大きな成果である, Gödel の第一不完全性定理の証明を概説する. 入門枠での講

演の予定で, 特に募集要項#入門枠についてにあるところの「有名な定理を少ない前提知識から解説する講演」
であることを目指す. 本講演で扱う定理は

定理: 第一不完全性定理

任意の無矛盾な PA の r.e. 拡大理論 T に対して, ある論理式 G が計算可能に取れて, G は T で証
明も反証もできない.

である. また不完全性定理は, 数理論理学以外の文脈で誤解, 誤用をされることが多い定理である [2]. そこで,
第一不完全性定理が述べていることを [3]を参考に, より詳しく説明する. この講演を通じて, 不完全性定理の
正しい理解に近づいて頂ければ幸いである.
大学数学の推論, 特に「すべての©©に対して . . .」や「ある©©が存在して . . .」のような量化を用いた

推論に慣れていると, 形式化のイメージが付きやすいと思われる. 証明の概略は, 高校の自然数論 (足し算, 掛
け算, 数の大小, 数学的帰納法)を知っていれば, 理解できるようにする予定である. ただし, 証明をより理解す
るために, 少し発展的な説明をする予定で, その部分は一階述語論理の完全性定理を仮定する.
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