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対称多項式の定義

Definition

n ≥ 1を自然数とする. 整数係数多項式 f (x1, . . . , xn)が対称多項式である
とは任意の置換 σ ∈ Snについて f (xσ(1), . . . xσ(n)) = f (x1, . . . , xn)である
ときを言う.

Remark

つまり Z[x1, . . . xn]へのSnの自然な作用に関する不変部分
Z[x1, . . . , xn]Sn の元のことである.
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基本対称式

Example

n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ nを自然数とする. このとき n変数多項式 ei を

ei =
∑

1≤k1<···<ki≤n

∏
1≤j≤i

xkj

で定めるとこれは対称多項式になる. これを基本対称式と呼ぶ.
たとえば n = 3のとき

e1 = x1 + x2 + x3

e2 = x1x2 + x2x3 + x1x3

e3 = x1x2x3

である.
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冪和対称式
Example

n ≥ 1, i ≥ 1を自然数とする. このとき n変数多項式 pi を

pi =
∑

1≤k≤n

x ik

で定めるとこれは対称多項式になる. これを冪和対称式と呼ぶ.
たとえば n = 3のとき

p1 = x1 + x2 + x3

p2 = x21 + x22 + x23

p3 = x31 + x32 + x33
...

である.
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対称式の基本定理

Theorem

任意の整数係数対称多項式は基本対称式の多項式で一意的に書き表せら
れる. したがって Z[x1, . . . xn]Sn = Z[e1, . . . , en]である.

Example

冪和対称式を基本対称式で書き表してみると

p1 = e1

p2 = e21 − 2e2

p3 = e31 − 3e1e2 + 3e3

となる.

疑問: 冪和対称式を基本対称式で書き下す具体的な式はあるか？
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母関数

Definition

n変数多項式を係数に持つ t に関する形式的冪級数 E (x ; t),P(x ; t)を

E (x ; t) =
∞∑
k=0

ekt
k

P(x ; t) =
∞∑
k=1

pk
k
tk

と定める. ここで k = 0について e0 = 1, k > nについて ek = 0とする.

だいたい全部まなぶ λ 環について March 20, 2026 8 / 52



基本対称式の母関数

Proposition

E (x ; t) =
n∏

i=1

(1 + xi t).
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冪和対称式の母関数

Proposition

exp(−P(x ; t)) = E (x ;−t).
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Proof.

計算してみると

P(x ; t) =
∞∑
k=1

pk
k
tk

=
∞∑
k=1

(x1t)
k + · · ·+ (xnt)

k

k

= −
n∑

i=1

log(1− xi t)

= − log

(
n∏

i=1

(1− xi t)

)
= − log(E (x ;−t)).

整理して主張を得る.
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Newton’s formula

Theorem

pn − pn−1e1 + · · ·+ (−1)n−1p1en−1 + (−1)nnen = 0

Remark

これを帰納的に用いれば基本対称式を使って冪和対称式を書く式が得ら
れる. 逆に有理数係数であれば冪和対称式を使って基本対称式が書けるこ
ともわかる.
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たとえば n = 3のときを考える.

まず e1 = x1 + x2 + x3 = p1である.
次に e2を考えると

e2 = x1x2 + x2x3 + x1x3

=
1

2

(
(x1 + x2 + x3)

2 − (x21 + x22 + x23 )
)

=
1

2
(p21 − p2)

同様に計算すると
e3 =

1

6
p31 −

1

2
p1p2 +

1

3
p3

となる. このように有理数係数になってしまう.
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Proof.

さっきの命題から
exp(−P(x ; t)) = E (x ;−t).

両辺を t で微分して

−
(
∂

∂t
P(x ; t)

)
E (x ;−t) =

∂

∂t
E (x ;−t)

係数比較をして主張を得る.
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無限変数の対称式

射 Z[x1, . . . , xn, xn+1] → Z[x1, . . . , xn]を i ≤ nに対しては xi 7→ xi ,
i = n + 1については xn+1 7→ 0で定めるとこれは対称式を対称式に移す.
さらに, 基本対称式を基本対称式に移す. そこで limZ[x1, . . . , xn]の部分
環として Z[e1, e2, . . . ]を考えることができる.
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Outline

1 対称多項式

2 λ-ring

3 Adams operation

4 big Witt vector

5 局所的な話
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謎の多項式その 1

Definition

n,m ≥ 0を非負整数とする. このとき多項式

g(t) =
∏

1≤i1<···<im≤nm

(1 + xi1 . . . ximt)

の tnの係数は x1, . . . , xnmに関する対称式になる. したがって対称式の基
本定理よりある nm変数の多項式 Pn,m(u1, . . . , unm)が一意に存在してこ
の係数を Pn,m(e1, . . . , enm)と書くことができる.
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謎の多項式その 2

Definition

h(t) =
n∏

i ,j=1

(1 + xiyj t)

の n次の係数は xi , yj それぞれに関して対称式になる. したがってある多
項式 Pn(u1, . . . , un; v1, . . . , vn)が存在してこの係数を
Pn(e1(x), . . . , en(x); e1(y), . . . , en(y))と書くことができる.
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comonad

Definition

C を圏, T : C → C を関手, ϵ : T → id , η : T → T 2を自然変換とする.
組 (T , ϵ, η)が comonadであるとは, 以下の可換性を満たすときを言う.

T T 2

T 2 T 3

η

η Tη

ηT

T

T TT 2

ηid id

ϵT T ϵ
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coalgebra

Definition

C を圏, T をその上の comonadとする. T -coalgebraとは対象 c ∈ C と射
f : c → Tc の組であって以下の可換性を満たすものを言う.

c

Tc c

c Tc T 2cf
id

ϵc

f
ηc

Tf
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comonadから作られる随伴

(T , ϵ, η)を C 上の comonadとするとき, 任意の対象 c ∈ C について
(Tc , η : Tc → T 2c)は T -coalgebraになる.

この対応により関手 T : C → T -coalg を得る. これは忘却関手
T -coalg → C の右随伴を与える.
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謎の comonad

Definition

可換環 Aに対し, 集合 Λ(A) = 1 + tA[[t]]を考える. この上の元 0Λ, 1Λと
二項演算+Λ, ×Λをそれぞれ次で定める.

0Λ = 1

1Λ = 1 + t

f +Λ g = fg

(1 +
∞∑
n=1

ant
n)×Λ (1 +

∞∑
n=1

bnt
n) = 1 +

∞∑
n=1

Pn(a1, . . . , an; b1, . . . , bn)t
n

Proposition

上で定めた演算によって Λ(A)は可換環になる.
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証明のアイデア

加法についてアーベル群になることは明らか. ここでは乗法の結合法則
を示してみる.

Aを可換環, f = 1 +
∑∞

n=1 ant
n, g = 1 +

∑∞
n=1 bnt

n, h = 1 +
∑∞

n=1 cnt
n

とおく. すると環準同型

R = Z[a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , c1, c2, . . . ] → A

が自然に定まる.
Λの関手性より, 最初から A = R として証明してよい.
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証明のアイデア
今, 射 R → S = limZ[x1, x2, . . . , y1, y2, . . . , z1, z2, . . . ]が ai , bi , ci をそれぞ
れ xn, yn, znの i 次の基本対称多項式に送るように定める.

すると, 対称式の基本定理よりこれは単射である. よって, Λの定義を見
れば, 誘導される Λ(R) → Λ(S)も単射であることがわかる. よって最初
から f , g , hの係数はそれぞれ xn, yn, znの基本対称式で書けているとして
よい. この場合

(f ×Λ g)×Λ h = (1 +
∞∑
n=1

Pn(e1(x), . . . , en(x), e1(y), . . . , en(y))t
n)×Λ h

= (
∏
i ,j≥1

(1 + xiyj t))×Λ (1 +
∞∑
n=1

en(z)t
n)

=
∏

i ,j ,k≥1

(1 + xiyjzkt)

= f ×Λ (g ×Λ h).
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謎の comonad

Definition

Aを可換環とする. このとき写像 ϵ : Λ(A) → Aを次で定める.

ϵ(1 +
∞∑
n=1

ant
n) = a1

Proposition

これは環準同型である.
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謎の comonad

Definition
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謎の comonad

Proposition

(Λ, ϵ, η)は可換環の圏上の comonadである.

Definition

Λ-coalgebraのことを λ-ringと呼ぶ.
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もっと具体的な定義
Definition

λ-ringとは可換環 R と写像 λn : R → R(n ≥ 0)の組であって以下を満た
すもののこと.

1 λ0(x) = 1.

2 λ1(x) = x .

3 n ≥ 2に対し λn(1) = 0.

4 λn(x + y) =
∑

i+j=n λ
i (x)λj(y).

5 λn(xy) = Pn(λ
1(x), . . . , λn(x);λ1(y), . . . , λn(y)).

6 λn(λm(x)) = Pn,m(λ
1(x), . . . , λnm(x)).

上の意味での λ-ring R があると, 射 λt : R → Λ(R)が

λt(x) = 1 +
∞∑
n=1

λi (x)t i

で定まる.
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一般論からわかること

λ-ringの具体的な定義から, λ-ringの圏が極限, 余極限を持つことと, 忘却
関手 λ-Ring → Ring が極限を保つことがわかる.

よって随伴関手定理より, 忘却関手が左随伴 F : Ring → λ-Ring を持つこ
とがわかる.
一方 comonadによる定義から, 忘却関手の右随伴が Λ : Ring → λ-Ring
で与えられることがわかる. 特に忘却関手は余極限を保つ.
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例

Zは可換環の圏の始対象なので, 射 Z → Λ(Z)が一意に存在する. これが
Z上の唯一の λ-ring structureを与える.

この射は Zの乗法単位元 1を Λ(Z)の乗法単位元 1 + t に移す. したがっ
て λt(n) = (1 + t)nである. 特に n ≥ 1について λk(n) = nCk である.
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例

R を λ-ringとする. このとき R[x ]上の λ-ring structureが λt(x) = 1 + xt
によって定まる.

これを繰り返すことにより n変数多項式環 R[x1, . . . , xn]
上にも λt(xi ) = 1 + xi t を満たす λ-ring structureが入る.

Remark

このように, λt(x) = 1+ xtを満たす元 x のことを 1次元の元と呼ぶ. 1次
元の元 x1, . . . , xnに対しては λt(x1+ · · ·+ xn) = 1+

∑∞
k=1 ek(x)t

k となる.

だいたい全部まなぶ λ 環について March 20, 2026 31 / 52



例

R を λ-ringとする. このとき R[x ]上の λ-ring structureが λt(x) = 1 + xt
によって定まる. これを繰り返すことにより n変数多項式環 R[x1, . . . , xn]
上にも λt(xi ) = 1 + xi t を満たす λ-ring structureが入る.

Remark

このように, λt(x) = 1+ xtを満たす元 x のことを 1次元の元と呼ぶ. 1次
元の元 x1, . . . , xnに対しては λt(x1+ · · ·+ xn) = 1+

∑∞
k=1 ek(x)t

k となる.

だいたい全部まなぶ λ 環について March 20, 2026 31 / 52



対称多項式のなすλ-ring

Z[x1, . . . , xn]は λt(xi ) = 1 + xi t を満たす λ-ring structureを持つ.

ところでその極限を取って得られる λ-ring limZ[x1, . . . , xn]は対称多項式
のなす環 Z[e1, e2, . . . ]を含む. この部分環は λnに閉じるので,
Z[e1, e2, . . . ]にも λ-ring structureが誘導される. 実はこれが F (Z[x ])と
なっている.
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Outline

1 対称多項式

2 λ-ring

3 Adams operation

4 big Witt vector

5 局所的な話
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Adams operation

R を λ-ring, x ∈ R とする.

このとき λ-ringの射 Z[e1, e2, . . . ] → R であって e1 7→ x なるものが一意
に存在する.
このとき冪和対称式 pk の行き先を ψk(x)と書く.
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Adams operationの別の定義

E (x ; t)と P(x ; t)の関係式

exp(P(x ; t)) = E (x ;−t)

を変形すると

∞∑
k=1

pkt
k = t

∂

∂t
P(x ; t) = t

∂

∂t
log(E (x ;−t))

を得る. これを踏まえて Adams operationの母関数 ψt(x)を

ψ−t(x) = −t
∂

∂t
log(λt(x))

と書き表すことができる.
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Adams operationの性質

Proposition

R を λ-ringとする. このとき以下が成り立つ.

1 ψi は加法的.

2 1次元の元 x について ψi (x) = x i .
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加法性の証明

まず
ψ−t(0) = −t

∂

∂t
log(λt(0)) = 0

より任意の i について ψi (0) = 0.

また任意の元 a, b ∈ R について

ψ−t(a+ b) = −t
∂

∂t
log(λt(a+ b))

= −t
∂

∂t
log(λt(a)λt(b))

= −t
∂

∂t
log(λt(a))− t

∂

∂t
log(λt(b))

= ψ−t(a) + ψ−t(b)

より加法性を得る.
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1次元の元の振る舞い

x ∈ R が 1次元, つまり λt(x) = 1 + xt を満たすとすると

ψ−t(x) = −t
∂

∂t
log(λt(x))

= −t
∂

∂t
log(1 + xt)

= − xt

1 + xt

=
∞∑
n=1

(−1)nxntn

なので ψi (x) = x i .
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Adams operation

Proposition

1 λ-ring R に対し, ψk : R → R は λ-ringの射である.

2 ψ1 = id , ψmψn = ψm+n.

3 任意の素数 pについて ψp(x) ≡ xp mod p.

Remark

3つ目は
(x1 + · · ·+ xn)

p ≡ xp1 + . . . xpn mod p

から従う.
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Wilkersonの定理

Theorem

R を Z上 flatな可換環とする. このとき R 上の λ-ring structureは次の
データと等価である.

1 各自然数 k ≥ 1に対し環準同型 ψk : R → R が与えられている.

2 ψ1 = id , ψmψn = ψm+n.

3 任意の素数 pについて ψp(x) ≡ xp mod p.

Remark

上の条件を満たす ψk を Adams operationに持つ λ-ring strucureが存在す
れば一意であることは Newton’s formulaの帰結. 難しいのは存在性を示
すところである.

だいたい全部まなぶ λ 環について March 20, 2026 40 / 52
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Outline

1 対称多項式

2 λ-ring

3 Adams operation

4 big Witt vector

5 局所的な話
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Witt polynomial

Definition

可算個の変数 x1, x2, . . . に関する整数係数多項式 wn(x)を次で定める.

wn(x) =
∑
d |n

dx
n
d
d
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Witt polynomialの例

Example

w1(x) = x1

w2(x) = x21 + 2x2

w3(x) = x31 + 3x3

w4(x) = x41 + 2x22 + 4x4

w5(x) = x51 + 5x5

w6(x) = x61 + 2x32 + 3x23 + 6x6

Remark

特に素数 pについて
wp(x) = xp1 + pxp
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ring of big Witt vector

Proposition

a = (a1, . . . ), b = (b1, . . . )を可算個の変数とするとき, 各 n ≥ 1について
2n変数の整数係数多項式 ξn, πnが一意に存在して以下を満たす.

wn(ξ1(a, b), . . . , ξn(a, b)) = wn(a) + wn(b)

wn(π1(a, b), . . . , πn(a, b)) = wn(a)× wn(b)
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ring of big Witt vector

Definition

R を可換環とする. このときW(R) =
∏

n∈N R 上の二項演算+W ,×W を
次で定める.

a+W b = (ξ1(a, b), ξ2(a, b), . . . )

a×W b = (π1(a, b), π2(a, b), . . . )

これは可換環をなす. これを R の ring of big Witt vectorと呼ぶ.

Remark

定義より, 各 nに対して環準同型W(R) → R が a 7→ wn(a)で定まる. こ
れを ghost componentと呼ぶ.
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Artin-Hasse exponential

Proposition

R を可換環とする. 写像W(R) → Λ(R)を次で定める.

(a1, a2, . . . ) 7→
∞∏
n=1

(1− (−1)nant
n)

するとこれは環の同型を与える.
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Outline

1 対称多項式

2 λ-ring

3 Adams operation

4 big Witt vector

5 局所的な話
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δp-ring

Definition

pを素数とする. 可換環 R と写像 δp : R → R の組が δp-ringであるとは以
下を満たすときを言う.

1 δp(1) = 0.

2 δp(x + y) = δp(x) + δp(y)−
∑p−1

k=1
(p−1)!

k!(p−k)!x
kyp−k .

3 δp(xy) = xpδp(y) + ypδp(x) + pδp(x)δp(y).

Remark

R が δp-ringのとき, ϕp : R → R を ϕp(x) = xp + pδp(x)で定めると環準
同型となる. したがって R が p-torsion freeのとき, R 上の δp-ring
structureを与えることと R上の Frobenius liftを与えることは等価である.
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λ-ringと δp-ringの関係

Theorem

可換環 R について以下のデータは等価である.

1 R 上の λ-ring structure

2 各素数 pに対し, R 上の δp-ring structureが与えられていて, 素数
p, qに対して ϕpδq = δqϕp を満たす.

Remark

これはWilkersonの定理の一般化である.
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ring of p-typical Witt vector

δp-ringの圏から可換環の圏への忘却関手は右随伴を持つ. それは ring of
p-typical Witt vectorと呼ばれる. これをWp と書くことにする.

Proposition

Wp(Fp) ∼= Zp
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ring of big Witt vectorの分解

Proposition

pを素数, R を Z(p)-algebraとする. このときW(R)はWp(R)の可算直積
に分解する.
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