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どんな分野 の話 。

。 分野名 : 数理論理学
、
数学基礎論

。 何する分野 ? : 人間 の数学での営みの数学的なモデルを作 り 、

それを分析することで、 人間 の数学での営みについて

示唆 を得 ようとする分野

。 人間 の数学での営 み : 推論、
証明

、 計算、
…

「 ここの話
哲学 7 ! 人間 の数学での営みを分析

数学 > 2
.

1 を 元にその数学的モデルを作 り 、 それを分析
両方に関連品

数学 と哲学の {哲学 > 3 . 1 と 2
から数学での営みについて 示唆 を得る

。



どんな話
。

P

講演 の 流れ

1
.

人間 の数学での営み (特 に命題 と 証明 ) を観察
数学的 な話 ではない

2 . 1 を元 に
、命題 と証明 の数学的モデルを作 り 、 それを分析

数学的な話

。 数学の講演 なので 、
2
がメイン

、

1 .
に
深 くは 踏み込まないい



命題

数学 に登場する 文章 の観察 から始める

。真偽 が 決 まっている文 を
「命題」 と呼うで

けに 2 … 真の命題
G ㎡= - 1 となる 実数 a が存在する

、

… 偽の命題

。 変数を含み 、それに入る 値に応じて真偽 が決 まる文章を 「条件」 という

x は 有理数 である

今回は 、 命題 に 注目 する



复腹衣雑な命題 命題結合子
～

。 命題同士 を「 かつ 」 「 または」
「
ならば 」「 でない 」 で 繋 げて、

より 複雑な命題 を作ることができる

。 そうして作 られた命題の 真偽は 、 元 の命題 の真偽 によって 決まる
例 えば 、P と Q を 命題とすると 、 Pかつ Q の 真偽 は …

Pかつ Q の真理値表 。 T : 真 ( True )
,
F : 偽 ( False)

P Q P かつ Q

<
PEQ も真 なら、 P かつ Q も 真

T T T

T F F P と Qのどちらか片方 でも 偽なら 、〈

F T F P かつ Q も偽

F F F



恒真命題

。 真理値表 において 、 全 て T ( 真 )になる命題 を恒真命題 という

り、 恒真命題 は
、

「 それを構成する命題 の真理値が 何 であっても 、

常 に 真になる命題」のことと
T

、1
、恒真問

P P でない P または ( P でない )

T F T

F T T

入IP の 真理値が何であっても 成ず T に 問



証明

我々 は 、真理値表 を 書 く 以外 に 証明 をすることでも、

命題 の 正 しさを調べられる
。

。 証明 …

「

これは認 める」 という命題から 出発 し
、

「

自明 な」 推論を繰 り 返して 、目的の命題に辿り 着く 作業

。 何 を
「

自明な」推論とするかは 、 様々 な立場がある
。

。 ここでは 、数学 で 最も広 く 受 け 入れられるであろう 立場 を採るる



真偽 と証明 の関係

。 真偽 と証明 の関係 は ?

。 我々 は
、

「

証明できるなら 正しい 」 と 思 っている
。

~」 仮定 なしに証明 できる命題は恒真命題 だろうか ?
イ( 可 も仮定 しない証明 = いつでも使える証明)

“ 我々 は
「恒真命題はいつでも証明で使って 良 い 」とも思っている。

~~ x 、| 、恒真命題は仮定なしで証明できるだろうか ?

これらを数学的 に分析 してみよう ?



いまからすること

命題 の 形式化

ん 」

真偽値 の 形式化 証明 の 形式化

水

。 仮定 なしに証明できるなら 、 恒真 」

。

「恒真 なら
、
仮定なしに証明 できる」

に 対応 する 定理 の証明



命題の 形式化( 1 /4 ] : 準備

。 命題の数学的なモデルを作る。
。 記号列 として形式化する

再掲: 命題同士 を命題結合子で 繋げて、 より 複雑な命題 を

作ることができる

。 次 を 準備 するこ 上
「

矛盾
」 の形式化、

。 可算無良固 の記号 Po . PyPr… と 」

。

「

それ以上分解 できない命題」 の 形式化 に使う

。 記号 へ
,
V
.

一⇒ 7
.

(
,
)

x

これらはそれぞれ 、
「

かつ
」

「

または
」

「 ならば
」

「 でない 」 の形式化に使
う



命題 の 形式化 ( 24 ) : 定義

命題 の形式化を
、
次 のように 再帰的 に定義 する

。 再帰的な定義… 高校数学では、 漸下式 の 定義等で 用いる方法

定義 (論理式 )

1
. Po, P

,
Pa

. …
」 は論理式 である

これらを 原子論理式 とい

2
.

φ と Ψ が論理式のとき、

( φ ) ～ ( 4 )
,

( φ ) v ( 4 )
,

( 4 ) → ( 4 )
,
7 ( φ )

は論理式である

3 . 1 と
2
.で 作られる記号列のみが論理式 である



命題 の 形式化 ( 314 ) :例

例

次の記号列 は論理式、

Po
,
P,
. (P0 ) .

□ ( Po ) ) Λ (P 、 )
,
《 ~ (Po ) ) へ (P . ) ) > ( P2 )

次 の記号列 は論理式でない :

PoP
, (Po ) ^ v (P. ) , iv (P。 )

,
( ( )P。



命題の 形式化( '44 ] : 略記

。 論理式 が複雑になると 、 括弧が 多 くて煩雑品

e
.g . (( ( (Po ) ) ^ (P . ) ) > ( P_ ) ) v ( P3 )

~>次の 約束 に基 づいて 、括弧を省略する :

一番内側 の括弧は省略 する

つの 適用範囲 は 直後のみ、
へと V が論理式 を 結 ぶ力 は 、 → より 強 い

すると 上の 論理式 は 次のように書 ける : (デモ )

( 7 Po Λ P , , P2 ) v P3



再: いまからすること

命題 の 形式化 ← 完了問

次 シコウ
ん 」

真偽値 の 形式化 証明 の 形式化

水

。 仮定なしに 証明できるなら 、恒真 」

。

「恒真 なら仮定なしに証明 できる」

に 対応 する 定理 の証明



真仁為 の 形式化 ( 1 / 5 )
: 定義

「

これ以上分解できない命題」
の 真偽 を 次のように 形式化する

。 集合Atm : = {Pi : OGNYU { L} とする
。 記号 0 .1 を準備する ここの 形式化

定義 ( 真理値割 り 当 て > (再掲) Pかつ Q の真理値表
fC1) にになる関数 f : Atm→ { 0

,
1 } を P Q P かつ Q

真理値割 り 当 てという T T

F
真理値割 り 当 て 牛 の PEAtm 1龍

F

F
における値 (P ) を P の 真理値
という 。



真仁為 の形式化 (2 / 5 ] :定義の拡張 ( )

再掲 :命題同士 を命題結合子で 繋げて作られた命題の真偽は、
元の命題 の真偽から 定 まる

(再掲) Pかつ Q の真理値表
この分析 を 元 に 、真理値割 り 当 て P Q P かつ Q

f ; Atm → { 1
,
0 } T T T

の定義域を論理式全体に拡張したい ? T F F

F T F
定義

F F F
論理式 の全体を Fml で 表す

ここに対応する

ところまで 拡張



真仁為 の 形式化 ( 3 / 5 ) : 定義 の拡張 ( 2 )

定理

任意 の真理値割 り 当 てに 対し 、 次をみたす関数
: Fml→ { 1 , O } が 唯一 つ 存在する 、以降 、 と f を

ー 同一視する
。

。 全 ての 原子論理式 PEAtm に対して 、* (p ) =F (p)

論理式φ . 4 に 対 して、

。 * ( φ^ 4 ) = 1 ⇒ * ( φ ) = 1 かつ *( 4 ) = 1 .

. f
*
( φ v 4 ) = 1 ⇒ ** ( φ ) = 1 または * (4) = 1

.

。f* ( φ → 4 ) = 1f * ( φ ) = 1ならば (4) = .

。 牛* ( 7 φ ) = 1 ② f* ( φ ) = 1 でない
(
i . e

.

f* ( φ ) = 0 )



真為 の 形式化 ( 4/ 5 ) : お気持 ち

。 各真理値割り 当 ては 、 真理値表 の各段の形式化
。

。Po と P がそれぞれ命題 PQ の 形式化だとすると 、

(再掲) Pかつ Q の真理値表
f (P。 ) = f ( p . ) = 1 となる

P Q P かつ Q
真理値割 り 当 てはココ

> T T T

の形式化
T F F

F T Fこん無(真理値個存在する!当
ては

) F F F



真仁為 の形式化 (5 / 5 ) : 記号法

定義
。 真理値割 り 当 てと 論理式φ に 対して、

φ : ⇒牛 ( φ) = し

。 真理値割 り 当 てもと 論理式の 集合「 に 対して、

fF「 : ⇒ F 4 E 「 ( fF 4
)

。 論理式 の集合「 と 論理式φ に 対して、

「 F φ :⇒ A : 真理値割り 当 て ( ff「 ⇒ F φ ) 、

「 = 中 のとき
、 中 に φ を F φ と

書く 、

F φ ⇒ 牛: 真理値割 り 当 て ( fF φ )

x| 、恒真命題 の形式化 :



再: いまからすること

命題 の 形式化 ← 完了問

完了 : 次 ココ :
ん 」 止

真偽値 の 形式化 証明 の 形式化

水

。 仮定 なしに証明できるなら、 恒真 」

。

「恒真なら 、 仮定なしに証明 できる」

に 対応 する 定理 の証明



証明 の形式化 ( いい )

再掲: 証明とは 、
「

これは認 める」 という命題から 出発 し
、

「

自明 な」 推論を繰 り 返して 、目的の命題に辿り 着く 作業

定義 (証明 )木

「 を論理式の集合
、
φ を 論理式とする。

「 を仮定 に 持 つ φ の証明とは、

々 が推論規則葉
がσ(

後出素閉いた飛笑飛自明な推形式化論 の

㒒

。 根が φ

なる 有限木 のこと



証明 の形式化 ( 2111 ) : 推論規則

。 どんな推論規則 を採用 するかは 、複数考えられる
。

みねしま

ここでは 、 峯島宏次 B 一歩ずつマスターする論理学入門0 に 拠る。

定義 (推論規則 )

φ と 4 を 論理式とするる

φ 4
( ^ I )

,

φ Λ 4
( Λ Ee ) , Y

Ψ
(MEr )

φ 14 Ψ

。 I は Introduction
.

. E は Elimination
.



証明 の形式化 ( 311 D :推論規則

定義 (推論規則
、
続き )

φ と 4
,
θ を 論理式 とする [4]

"

[4]
"

: :

φ Ψ φ v 4 θ

φ 0 4
( VIe )

,

φ v 4
( VIr )

,

θ

O
(VEin)

。 ( VE
,
n ) の [ φ ]

”
と [ 4]

”

は 、

θ を 導 く 証明木の葉 に φ や Ψ があれば、 それを
「
閉 じて」 、

以降仮定として扱わない ℃
なくても 良 いし 、複数個でも良

い

ということ
、 複数個あれば、全部閉 じる

。

「

閉 じた仮定」 という 、



証明 の形式化 ( 4/ ): 推論規則

定義 (推論規則続き >

φ と 4 を 論理式とする。
[ 4]

"

:

Ψ

φ → 4
(→ I

,
n )

φ
.

φ → 4
17 E )

Ψ

[ φ]
"

:

上

7 φ
( 7 I

.
n )

.
φ
I

φ い E )



証明 の形式化 ( 5 / 1) : 推論規則

定義 (推論規則続き )

φ を 論理式 とする [ , φ 4
]

:

上 上
( EXP ) ( RAA , n )

φ φ

EXP は 爆発律 ( Explosion)
。

「矛盾からは何 でも 導 びいて 良 い 」 の 形式化 。

。 RAA は 背理法 ( Reductio ad absrdum ) の形式化
。



証明 の形式化 ( 6) : まとめ

定義 (証明木
、
一部再掲 ) 推論規則 のリスト

「 :論理式の集合 、 φ:論理式 φ
,
4
,
0 : 論理式

「 を仮定に 持 つ φ の 証明木とは、 % 。 い I ) 、

φ r 4
( nEe )

, YY (MEr )
φ

。 葉が 「 の 要素 か 閉 じた仮定
φ 4

( vIn
,

φ 04
警
“

響

VEe
. m辺が推論規則 φ U 4

( VIL )
,

φ v 4

[ 4]
ゴ

。 根 が φ 虍

なる有限木 のこと φ → 4
(→ I

.
m ]

4 .
→Ψ

( い E 1

”
「 を仮定 に 持 つ φ の証明木が 7 φ

( 7 I
.
n )

φ

上

て φ
( い E ]

[ 7 φ ]
"

存在するとき、
「

ト φ と 書 くく :

上 上
( EXP ) ( RAA, nI

「 = 中 のときはト φ と
書く 、 φ φ



証明 の形式化 ( 7 / 11 ) : 例

。 トて φ √ 4 → ( φ → 4 ) の 証明木を作 ってみる
。

考 え方

1 . て φ v 4 → ( φ → 4 )を推論 したいので 、証明木 は
[ , φ v 4ゴ

{ :
φ → 4

(→ I
.

l )
て φ v 4 → ( φ → 4 )

2
.

ココ ( i .
e

. 7 φ v 4 ト φ→ 4 )を考える



証明 の形式化 ( 7 / 11 ) :例

。 トて φ √ 4 → ( φ → 4 ) の 証明木を作 ってみる
。

考 え方

1 . て φ v 4 → ( φ → 4 )を推論 したいので 、証明木 は
[ , φ v 4ゴ

:{ φ → 4
(→ I

.

l )
て φ v 4 → ( φ → 4 )

2
.

ココ ( i .
e

. 7 φ v 4 ト φ→ 4 )を考える



証明 の形式化 ( 8 / 11 ] :例

考え方 (続 き )

2
.

7 φ v 4 ト φ → 4 の証明木 を作る

φ → 4 を 導 きたいので 、この証明木 は

, φ v 4 φ[ ]
2

>{ : : 全体図
4 て φ v 4] φ] 2

φ → 4
(→ 1

,

2 ) : :

4
φ → 4

(→ I
.

1 )
3

.

ココ ( i .
e

. 7 φ 04 , φ 54 )を考える 、 へ 9 v 4 → ( φ→ 4



証明 の形式化 ( 8 / 11 ] :例

考え方 (続 き )

2
.

7 φ v 4 ト φ → 4 の証明木 を作る

φ → 4 を 導 きたいので 、この証明木 は

, φ v 4 φ[ ]
2

>{ : : 全体図
4 て φ v 4] φ] 2

φ → 4
(→ 1

,

2 ) : :

4
φ → 4

(→ I
.

1 )
3

.

ココ ( i .
e

. 7 φ 04 , φ 54 )を考える 、 へ 9 v 4 → ( φ→ 4



証明 の形式化 ( 9 / 11 ) : 例

考 え方 (続 き )

3
.

7 φ v 4
,
φ 54 の証明木を作る

仮定にて φ04 があるので 、 ( VE )が使える

{
□ φ]

3
φ

全体図
[ φ]

3

φ[ ]
2

:

7 φ v 4 Ψ [ 4]
3

(vE ,
3 )

: :

Ψ [ φ v 4]
1

4 世 7
(VE , 3 )

φ →14 (→ 1
,

2 )

4
.

ココ ( i .
e
. 7

φ
, φ - 4 ) を考 える

。

(→ I
.

l )
て φ v 4 → ( φ → 4 )



証明 の形式化 ( 9 / 11 ) :例

考え方 (続 き )

3
.

7 φ v 4
,
φ 54 の証明木を作る

仮定にて φ04 があるので 、 ( VE )が使える

7 全体図{
て φ] φ

[ φ]
3

φ[ ]
2

:

7 φ v 4 4 [ 4]
(UE ,

1 )
: :

Ψ に φ 04]
1

4 ④]
(VE , 3 )

φ →44 (→ 1
.

2 )

4
.

ココ ( i .
e
. 7

φ
, φ - 4 ) を考 える

。

(→ 1
,

1 )
7 φ v 4 → ( φ → 4 )



証明 の形式化 (U 11 ) :例

考え方 (続 き )

4
.

7 φ
.
, φ に ψを作 る

。 仮定から ( 7 E ) が使える
。

。 ( EXP ) により 、
上 から 4 が導ける

、

全体図

て φ φ [ φ]
3

[4]
~

( E )( つ E ) 上
上 ( EXP ]

( EXP ) て φ 04]
1

Ψ 4]
3

Ψ (VE , 3 )

φ →

4

(
→I , 2)

(→ I
,

1 )
て φ v 4 → ( φ → 4 )



証明 の形式化 (いい ) :例

。 完成 ～ ～～ 。

で φ]
3

φ[ ]
2

( 7 E )
上

( EXP )
て φ 04]

"

Ψ Ψ[ コ
3

( VE , 3 )
Ψ

φ → 4
(→ 1

.

2 )

(→ I
.

1 )
て φ v 4 → ( φ → 4 )

演習 (難 )

ト ( φ → 4 ) → 7 φ v 4 の証明木 を 描 け 、 解答例は附緑に



再: いまからすること

命題 の 形式化 ← 完了問

完了 : 完了問
ん 」 止

真偽値 の 形式化 証明 の 形式化

水

。 仮定なしに 証明できるなら
、
恒真」

← 次 ココ :

。

「恒真なら
、
仮定なしに証明 できる」

に 対応 する 定理 の証明



定義 のおさらい ( 1 / 2 )

定義 (真理値割 り 当 て 再掲 >

牛真理値割 り 当 て
、
φ :論理式 「 “論理式 の集合

. fk φ :② f (φ ) = し

. A に 「 :⇒ も Ψ G 「 ( A F 4 )
.

。 「 F φ :② f : 真理値割り 当 て ( fF 「 ⇒ ff φ ) .



定義 のおさらい ( 2 / 2 )

定義 (証明
、
再掲 ) 推論規則 のリスト

「 :論理式の集合 、 φ:論理式 φ
,
4
,
0 : 論理式

「 を仮定に 持 つ φ の 証明とは、 % 。 い I ) 、

φ r 4
( nEe )

, YY (MEr )
φ

。 葉が 「 の 要素 か 閉 じた仮定
φ 4

( vIn
,

φ 04
警
“

響

VEe
. m辺が推論規則 φ U 4

( VIL )
,

φ v 4

[ 4]
ゴ

。 根 が φ 虍
φ → 4

(→ I
.
m ]

4 .
→Ψ

( い E 1

なる郁艮のこと

”
「 を仮定 に 持 つ φ の証明が存在 7 φ

( 7 I
.
n )

φ

上

て φ
( い E ]

[ 7 φ ]
"

するとき、
「

ト φ と 書 くく :

上 上
( EXP ) ( RAA, nI

「 = 中 のときはト φ と
書く 、 φ φ



健全性定理

定理 (健全性定理 )

任意 の論理式の集合 「 と 任意 の論理式 φ について
、

「 5 φ ⇒ 「 F φ

系

任意 の論理式 φ に 対 して
「“ 合

ト φ ⇒ F φ
.

。 仮定なしで証明できるなら 、 いつでも 正しい」 の 形式化、



健全性定理の証明 ( 1 6 )

証明木の根 から 葉までの 全路で最長のものの長さを 、
証明木の 高さという 、

。 トて φ V 4 → ( φ → 4 ) の 証明木の場合
…

5 5 葉
世 >[ φ]

3

[φ]
2 <

3 杢 上
( 7 E )

v 3 m>高 さ 5 回( EXP )
で φ v 4]

1

Ψ Ψ[ ]
3

( VE , 3 )
Ψ

φ → 4
(→ 1

.

2 )

(→ 1
.

1 )
て φ v 4 → ( φ → 4 )

入根



健全性定理の証明 ( 2/ 6 )

。 証明木の 高 さに関 する 累積帰納法 で示 す

累積帰納法 とは

P (x) を 自然数についての条件とする、

このとき
、

. P ( 1 )

すべての N > 1 に 対して、

す( べての m く n に対 して P (m) ) ⇒ P (n )

が成立するなら、

すべての n に対 して P (n ) が成立 する



健全性定理の証明 ( 3/6 )

目標 の 定理 :

定理 (健全性定理 )

任意 の論理式の集合「 と 任意の 論理式φ について、

「 5 φ ⇒ 「 F φ

累積帰納法 を適用する条件 P ( n) は

任意 の論理式の集合「 と 任意の 論理式φ について、
「 から φ への 高 さ n の証明木が存在する

⇒ 「 F φ



健全性定理の証明 (46 )

( i )証明木 の 高 さが 1 のとき

f に「 とする

例 えば次のような場合が考えられる 。( 他の場合 も同様 )
. φ

.
4 ε 「 で 証明木 が 。 4 ε 「 で 証明木が

φ 4 Ψ
(nI ) (→ I )

φΛ 4 φ → 4

のとき
、

のとき
、

fF「 よりに φ かつ f た 4 . AF 「 より F .

従ってに φ へ 4 従ってた φ → 4 .



健全性定理の証明 ( 5/ 6 )

( ii )証明木 の 高さがク ( > 1 ) のとき

高 さ m く n の証明木については 、 成立しているとする
。

寸 に 「 とする

例 えば次のような場合が考えられる 、( 他の場合も 同様 )

演習
「 ト 4 の証明木 (高さくの )

仮定 を閉 じる推論規則
Ψ

( VIr ) (VE )
、
( → I )

,
(7 I )

,
( RAA )

φ v 4
の場合 について証明せよ

「 ト 4 と 帰納法の仮定から 、 にち

従ってに φ v 4 .



健全性定理の証明 ( 6/ 6 )

累積帰納法により
、

任意 の NEN と 論理式の集合「 、論理式φ について、
「 から φ への 高さんの証明木が存在する

⇒ 「 F φ

が分かる

従って

任意 の論理式の集合「 と 任意の 論理式φ について、

[ 5 φ ⇒ 「 F φ ロ



再: いまからすること

命題 の 形式化 ← 完了問

完了 : 完了問
ん 」 止

真偽値 の 形式化 証明 の 形式化

水

。 仮定なしに 証明できるなら
、
恒真」

< 完了品

。

「恒真なら仮定なしに証明 できる」 < 次 ココウ

に 対応 する 定理 の証明



全元性定理

定理 (完全性定理 )

任意 の論理式の集合 「 と 任意 の論理式 φ について
、

「 F φ ⇒ 「 t φ

系

任意 の論理式 φ に 対 して
「“ 合

F φ ⇒ - φ
.

「 いつでも 正しいなら
、
仮定 なしで 証明 できる」 の 形式化 、



全元性定理の証明

定理 (完全性定理 )

任意 の論理式の集合 「 と 任意 の論理式 φ について
、

「 F φ ⇒ f 5 φ

「 F φ から 、 「 から φへの証明木を作るのは大変
～→対偶 :

「 4 φ ⇒ 「 4 φ

を 示 そう !～
コレを言 い 換えることから始める



全元性定理の証明 ( 1 / / 2 )

定義 (矛盾無矛盾 )
「 : 論理式の 集合、

。 「 は矛盾 している : ⇒ 「 ト

「 は 無矛盾 である :⇒ 「メト

補題
「 :論理式 の集合、

φ :論理式
「 4 φ ⇒ 「 UE7 φ } は 無矛盾盾

目木票
「 UE7 φ } は 無矛盾 ⇒ 「 4 φ



全元性定理の証明 ( 2 / 12 )

定義 (再掲 )

oft 7 φ: ⇒ A ( φ ) = 0 ⇒ 1 φ

。「 F φ: ⇐ f : 真理値割 り 当 て ( f た「 ⇒ ff φ )

補題
「 44 ⇒ ョ 村 : 真理値割 り 当 て St. F に 「 U {7 φ }

(証明 ) やればできる :

目木票
「 UE7 φ } は 無矛盾 ⇒ ヨ 村 : 真理値割 り 当 て st . fk 「 o {7 φ }



全元性定理の証明 ( 3 /172

論理式は可算無限個の記号からなる有限列
～ >論理式は全部 で可算無限個

ー 論理式 を

φ 0
,
φ

. ,
42

.
. …

. φ n . .

と並 べておく

目と、
4 再は無盾矛 ⇒ 本: 真理値割り当 て s . t . f に「

「 UEっ φ } が 無矛盾 とする。



全性定理の証明( 4/ 12)

「 ∞ : =飛 「 n > ff 4 ⇒4 Efi∞

磁 「 U {7 φ} E「∞

「 。 : = 「 U {7 φ }
> afkT 0 { 7 φ 3

無矛盾 とする



全元性定理の証明 ( 5 // 2 )

論理式の集合の列「 0、 「 … … 「 n… を 次 のように再帰的に定める
。 「 0 : = 「 U {7 φ }

。「 nt : = { 「 nu {
φ n } 「 n u { φn } が 無矛盾 のとき、

「 nu { 7 φ n } in u { φn } が矛盾するとき

このとき
、
次 が 成立する

補題

任意 の n ε N 1 について 「 n は無矛盾

(証明 ) 数学的帰納法 による



全性定理の証明( 6 / /2)

「 ∞ : =飛 「 n > ff 4 ⇒4 Efi∞

磁 「 U {7 φ} E「∞

「 。 : = 「 U {7 φ }
> afkT 0 { 7 φ 3

無矛盾 とする



全元元性定理の証明 ( 7/ 1 )2

。 「 ∞ : = 能飛 「 n と 定 める
、

補題
1 .「 ∞は無矛盾 である

。

2
.

任意 の論理式Ψ について、 「 ∞ ト Ψ⇐ 4 E「∞

3
.

従って 特 に 、 上 ¢ 「 ∞
.

4
.
論理式 4

.
θ に 対 して

、

4 NDEL ∞R 4 E 「 ∞かつ θ E 「 ∞.

. φ VOE [∞ ⇒ 4 G 「 ∞ または θ E「∞
.

. ψ →θ ET∞ ⇒ 4 E 1∞ ならば θ E [i
∞

. 74 Ef ∞ ⇒ 4 ¢[ ∞.



全性定理の証明( 8 / 12)

「 ∞ : =飛 「 n > ff 4 ⇒4 Efi∞

磁 「 U {7 φ} E「∞

「 。 : = 「 U {7 φ }
> afkT 0 { 7 φ 3

無矛盾 とする



全元元性定理の証明 ( 9 / 1 )2

関数 牛 : Atm ) { 0
,

1 } を 次 のように 定める
。

F (p ) : =
{

%

Paso

P A [ ∞

補題
(証明 ) 前 の補題 3 と 4

. のへの
牛 は真理値割 り 当 てである

場合 による

f の 定義域 を Fml に拡張 した 関数 と 牛 を 同一視する

補日

任意 の論理式 Ψ に対 して
、

(証明 )

f に 4 ⇒ 4 E 「 ∞ 2つ 前の補題の4 .より、 D
.



全性定理の証明( 9 /12)

「 ∞ : =飛 「 n > ff 4 ⇒4 Efi∞

磁 「 U {7 φ} E「∞

「 。 : = 「 U {7 φ }
> afkT 0 { 7 φ 3

無矛盾 とする



全元性定理の証明 ( 1/ 12 )

「 U {7 φ } = 「
。
E 「

.
E … EEnE … E 「 ∞

なので 、任意の論理式 Ψ に 対 して

Ψε 「 U { , φ } ⇒ 4 Ef∞ ⇒ fF 4 .

従って 牛上 「 U {7 φ }
.

以上 より
、

「 UE7 φ } は 無矛盾
⇒ ヨ 牛 :真理値割り 当 てSt . に 「 U {7 φ }

すなわち

「 F φ ⇒ 「 ト φ ロ
.



全性定理の証明( 12/2)

「 ∞ : =飛 「 n > ff 4 ⇒4 Efi∞

磁 「 U {7 φ} E「∞

「 。 : = 「 U {7 φ }
> afkT 0 { 7 φ 3

無矛盾 とする



まとめ

定理

任意 の論理式の集合 「 と 任意 の論理式 φ について
、

「 ト φ ⇒ 「 F φ

系

任意 の論理式 φ について
、

ト φ ⇒ F φ

「 反定なしに 証明できる命題 は 、恒真命題 に 一致 」

に 対応 する 定理が成立品



附録



「 ありの 定理 の気持 ち



「 ありの 定理の気持 ち ( 1 / 6 ]

系

任意 の論理式φ について、
ト φ ⇒ F φ

この 系 は 仮定なしに 証明できる ⇐ 恒真」 の形式化

じゃあ
、
我々 が 証明したこれでは ?

定理

任意 の論理式の集合「 と 任意の 論理式φ について、

「 5 φ ⇒ 1 F φ



「 ありの 定理の気持 ち ( 2 / 6 )

「

推論」 に 注目 してみる
。

推論 とは … 仮定 から 、 何かしらの結論を得 ること

。 仮定 となる命題 は複数個 あって 良い
。 結論 となる命題 は 1 つ

例

仮定 : ABC は正三角形 である
。

結論 : ABC は 二等辺三角形である。



「 ありの 定理の気持 ち ( 3 / 6 )

先木呈 の例
例

仮定 : ABC は正三角形 である

結論 : ABC は 二等辺三角形である。

は
「

正 しい 」 推論 である

正 しい推論 は
、

「妥当な」 推論 と呼ばれる

では 、推論 が妥当 か 否 かを 判断する 基準 は何か ?



「 ありの 定理の気持 ち ( 146 )

。 妥当 な進論 … 仮定が全 て 真なら 、結論 も必 ず 真 になる推論

例

仮定 : ABC は正三角形 である
。

結論 : ABC はニ等辺三角形である
。

妥当でない推論… 仮定が全 て真でも、 結論が興とは限らない推論
例

A 二等辺だが
仮定 : ABC は 二等辺三角形である

B C
正でない

結論 : ABC は正三角形 である



「 ありの 定理の気持 ち ( 5 / 6 )

妥当 な進論 … 仮定が全 て 真なら 、結論 も必 ず
真
になる推論

定義 (再掲 )

「 F φ :も 牛 : 真理値割り 当 て ( fF「 ⇒ ff φ )

ms 「 F φ は 妥当 な推論の形式化 ?



「 ありの 定理の気持 ち ( 6 / 6 )

「 F φ が妥当 な推論の形式化ということは
…

定理

任意 の論理式の集合「 と 任意の 論理式φ について、

「 5 φ 「 F φ

これは
、

。 自明 な推論 の組み合わせで 得 られる推論 は妥当

妥当な 推論 は自明 な推論 の組み合わせで 得 られる

の 形式化品



参考文献

。 峯
“

島島宏次 B 一歩ずつマスターする 論理学入門 0

2025年
、
慶應義塾大学出版会株式会社



この 先 の 話 1



他の証明 の形式化 ( 1 / 5 )

今回紹介した証明の形式化は、 「自然演繹」 と呼ばれる

自然演繹 にはいくつかの 弱点 がある 。

1健全性定理では 、証明木の高 さについての帰納法を 用いたが 、

推論規則が沢山 あるせいで大変だったた

2完全性定理では、 「 に φ から 「 ト φ の証明木が具体的 に

得 られた訳ではない
。

「

非構成的 な証明」 という
。 原因 は 対偶を用いたことと



他の証明 の形式化 ( 2 / 5 )

1 帰納法 を 楽 に 回したい ?

「

ヒルベルト流証明体系」と 呼ばれる体系を 紹介する。
定義 ( ヒルベルト流の証明 )

「 を仮定とする φ のヒルベルト流の証明木とは
。 葉 が 論理公理 (後述 ) か 「 の 要素

辺が (→ E) … Modus Ponens (MP ) と 呼ばれる

根が φ

なる木 のこと

(大抵 は有限列 として定義 される)



他の証明 の形式化 ( 3 /5 )

定義 (論理公理>

φ
.

4
.
θ を論理式 のとき

、次 を論理公理という
。

。 φ → ( 4 → φ )

。 ( φ → 4 ) → ( ( 4 → ( 4 → θ ) ) → ( φ →θ )
)

. φ 74 → φ
,

φ . 4 → 4
.

。 φ → ( 4 → φ7 4 )

φ → φ 0 4 ,
4

→ φ v 4 .

( φ→θ ) → ( 14 → 0 ) → ( φ 04 → 0 ) )
。 ( φ → 4 ) → ( ( φ → 74 ) → て φ )

。 上 → 4
, φ ^ 7 φ → 1

。 φ v 7 φ
.



他の証明 の形式化 (4 / 5 )

ヒルベルト 流 のうれしさ

推論規則が ( →E )のみなので 、 帰納法が 回 しやすい ?

ヒルベルト流 の弱点 :

証明木を 書くのが難 しい

φ→φ の 証明木すら 直観的 な方法 で 見つけられない

自然演繹と 同様、 完全性定理の証明で 「 F φ から

「 ト φ の 証明木を具体的に 構成するのが難 しい 、



他の証明 の形式化 ( 5 /5 )

2
.

完全性定理で 、 「 F φから「 ト φの証明木を構成 したい ?

「 シーケント計算」
と 呼 ばれる体形 を紹介 …

したかった
…

参考文犬
ギ 次き大 ”介ケ数理論理学∞, 2012年、

東京大学出版会



この先の



非古典命題論理 ( 1 / 6 )

今回 は
、

「かつ 」

「

または」
「

ならば」
「
でない 」 に 注目 して形式化した体系 を扱った

そのような体系の内今回扱った体系 と 同等 の推論能力 を持つ 体系 を
「古典命題論理 」と 呼ぶ

そうでない体系 も 沢山あり 、それらを「 非古典命題論理」 と総称する

非古典命題論理をいくつか紹介する

まずはごめんなさい

。 導入 のしやすさを重視 したので 、一般的でない定式化になっていま

哲学的側面も 面白 い話題ですが、 不勉強のため紹介できません
…



非古典命題論理 ( 2 / 6 )

古典命題論理の推論規則
。 ( EXP ) と ( RAA ) 以外の規則

φ
,
4
,
0 : 論理式

からなる 体系 ( と同等のもの ) を9

。 4 ( nI ) ,
4 ^ 4

( nEe)
,

Y
4
(MEr )

φ 「

最、 り、論理」 と呼う 、 !

φ
皆響

φ v 4
( VIe )

, 44( rIr ) ,
φ v 4

O
(VE

. m)

( RAA ) 以外の規則 からなる 体系
[ 4]

ゴ

虍 (と同等のもの ) を
「直観主義論理」

φ → 4
(→ I

.
n )

9
. →ψ( 7 E )

と呼う 、 、
築
7 φ

{ aI
.
n ]

.

φ

上

τφ
( " E )

[74J
"

:

上市 ( ExP )
φ

( RAA, nI



非古典命題論理 ( 316 )

数学 における推論 だけではなく 、より日常的な推論を考えてみる
。

古典命題論理では 命題 P に対して

P は 必 ず真 である、

P は 真 であると 信 じている

P はこの 先 ずっと 真 である、

などといったことを形式的に 表現できないい

~> ] という 新 しい 論理演算子を 入れて 表現 しよう ?
、

こ

「様相命題論理」



非古典命題論理 ( 4 / 6 )

定義 (様相命題論理の論理式 )

1 .po , P , Pa . ,
」 は論理式である。

これらを 原子論理式 という

2
.

φ と Ψ が論理式のとき、

( φ ) ～ ( 4 )
,

( φ ) v ( 4 )
,
14 ] → ( 4 )

,
7 ( φ ) ,

□(φ )

は論理式である

3 . 1 と
2
.で 作られる記号列のみが論理式 である

ロは直後 の論理式にのみ作用 するとして 、混乱の 無 い範囲 で

省略 する



非古典命題論理 ( 5 / 6 )

様相論理は 、 D 1 φ ) で 何 を 表 したいかによって、 公理や

推論規則 が 変わる

代表的 な例として 、 K と呼ばれる様相論理を紹介する

定義 ( Kの証明 )

Kにおける φ の証明木とは

葉 が 様相論理の論理式 についての 論理公理

辺が 1は Bか N 「 と K公理:P 14→* u-py|
。 根 が φ Ψ

( NEC )

なる木 のこと ロ 4



非古典命題論理 ( 616 )

参考文:
- ~大材琢” 郎月ウ 論理学。, 2021 年 、

昭和堂

。池誠
(

編) ,
B数学 における証明と真理 様相論理と数学基礎論0.
2016 年

、
共立出版株式会社



この先の



述語論理

今回 は
、

「かつ 」

「

または」
「

ならば」
「
でない 」 に 注目 した

、

数学 には、
これらに加 えて 「任意 の ~ に対 して」 や

「ある ～が存在して」

も 用 いる
、

( これらは
「

量化」 と呼ばれる )
。

それらも含めて 形式化 した体系が 「述語論理」
、

量化は、
「

要素 に対する 量化」

「部分集合に対する 量化」 … という

階層 がある

。

「

要素 に対する 量化」 を扱 う 体系 が 「一階述語論理」 、



述語論理
「一階古典述語論理」 を紹介する … いつか …

ね
…





数理論理学について 、



再掲 : どんな分野 の話
。

?

。 分野名 : 数理論理学
、
数学基礎論

。 何する分野 ? : 人間 の数学での営みの数学的なモデルを作 り 、

それを分析することで、 人間 の数学での営みについて

示唆 を得 ようとする分野

。 人間 の数学での営 み : 推論、
証明

、 計算、
…

哲学 7 ! 人間 の数学での営みを分析

数学 > 2
.

1 を 元にその数学的モデルを作 り 、 それを分析
両方に関連品

数学 と哲学の {哲学 > 3 . 1 と 2
から数学での営みについて 示唆 を得る

。



準論
、
証明

、 計算 を考察する 」 、分野

考察対象 分野名

。 推論 … 論理学
証明の構造 を分析 したり 、

.

。

証明 。 証明論

証明可能性を分析 したり
、

。 不完全性定理
、 公理的集合論

計算に 必要なリソースを 分析したり 、
。 計算 … 計算論 。 計算複雑性理論

計算可能性 を分析したり 、

計算可能性理論



それ以外の 川 、分野

ス間 の数学での営みを 形式化して分析 しよう ! 」 以外 の 動機 を

持 つ分野 もある
。 モデル理謝 …群や環のような

「

構造
」 の一般的性質を分析 する

。 公理的集合論 …

「

集合 に対 して認められる 原理たち」 を 用 いて

無限集合を分析するGZECとか、

。 逆数学… 数学ではいくつかの認められる原理から、 定理を作る

逆 に
、

「特定の 定理 を証明するために

必要な原理は何か ? 」 を分析する

etc …



補題 の証明



定理

任意 の真理値割 り 当 てに 対し 、 次をみたす関数
玉 : Fml → { 1

, 03 が 唯一 つ 存在する

。 全 ての 原子論理式 PEAtm に対して 、* (p ) = FCp )
、

論理式φ , 4 に 対 して、

。 *( 4 ^ 4 ) = 1 ⇒ * * ( φ ) = 1 かつ *( 4 ) = 1 .

。 f
*
( φ U 4 ) = 1 ⇒ ** ( φ ) = 1 または *(4 )= 1 .

。 f*( φ → 4 ) = 1 ⇐ f* ( φ ) = 1 ならば* ( 4)= 1 .

。 *( て φ ) = 1 ⇒ f *
( φ ) = 1 でない( i . e

.

f* ( φ ) = 0 )



(証明 )

真理値割 り 当 て 牛 を任意 に取る

( 1 ) * の 構成

を次 のように 再帰的に定義する

。 全 ての 原子論理式 PEAtm に対して 、* (p ] : =F (p)

。 論理式4 , . 4 に対 して
、

。 牛* ( 4 ^ 4 ) = 1 ⇒⇒ A * ( φ ) = 1 かつ* (4 ) = 1
.

. 牛 * ( φ v 4 ) = 1 :⇒ ** ( φ ) = 1 または *(4 )= 1 .

。 f*( φ → 4 ) = 1 :⇐ f* ( φ ) = 1 ならば *( 4)= 1 .

. 牛* ( っ φ ) = 1 : ⇒* *( φ ) = 1 でない(
i
. e . f

* ( φ ) = 0 )

は明 らかに条件をみたす



( 2) f
*
の 一意性

牛 に対 して 条件をみたす関数、 を 取るる

指 = すなわち 全 ての 論理式 φ について

格 ( φ ) = * ( φ )

となることを 、論理式 の構成 に関 する 帰納法 で 示す

( Base )

φが 原子論理式 のとき

条件 より ( φ ] = f ( φ ) = , (φ ) なので 良 い



( Induction )

。 φ ≡ 4 へ θ のとき

指 の 条件 から
、

( φ) = 1 ⇒ 指 ( 4 ) = 1 かつ 格 ( θ ) = 1

帰納法 の仮定 から

⇒ * ( 4) = 1 かつ 粋 ( θ ) = 1

の 条件から、
⇒ * ( φ ) = 1

従 って 抜 ( φ ) = 1 ⇒ *( φ ) = 1 .

故 に ( 4 ) = * 、( φ ).

√ →
, つのときも同様□ .



補題
「 :論理式 の集合、

φ :論理式
「 H φ ⇒ 「 UE7 φ } は 無矛盾

(証明 )

対:

「 ト φ ⇒ 「 U {7 φ } は矛盾する
を 示 す

(⇐ )

「 U をつ φ } が矛盾 するなら
、
「 U {7 φ } ト 」

その証明図 の 根に ( RAA) を 適用 すると「 ト φ の 証明図になる。



( ⇒ )

「 ト φ とする
、

この 証明図 の 根 に ( て E) を適用 すると
、

「 U 97 φ } ト 」 の 証明図 が 得 られる
。

従って 「 U {7 φ } は矛盾するロ
.



補題
1 .「 ∞は 無矛盾 である

2
.

任意の論理式 Ψ について
、
「 ∞ 5 Ψ ⇒ 4 E「∞

.

3
.

従って 特 に 、 1 手 「 ∞

4
.
論理式 4

.
θ に 対 して

、

- 4 NDET∞ ⇒ 4 EI ∞ かつ θ Efs.

. φ VOEL∞ ⇒ 4 G 「 ∞ または θ E「∞
.

。 4 →θ ET0 ⇒ 4 E「∞ ならば θ E [i
∞

。 74 Ef ∞ ⇒ 4 Efi∞
.



(証明 )

1
.
「∞ が矛盾 しているとする

このとき
、
「 ∞ ト 」 であり

、
この証明図 の 開 いた仮定の全体心 は

「 ∞= *「 n の有限部分集合 である
従って 、 ある NEN が存在して D ≤「

今 ロト 」 であり 、 DE「 nよりこの証明図 は 「 n ト 上 の証明図

でもある

これは 「 n が無矛盾であることに反する 、 ( いロ



2
.

任意の論理式 Ψ について 、「 ∞ t Ψ☆ 4 E∞ :

(⇐ ) は明 らか 、

( ⇒ )

「 ∞ ト ψ だが Ψ¢ 「∞ とする

Ψ¢「∞=* 「n より
、 全 ての NEN について 4 ¢「n

また
、
Ψ に対 して 、あるMENがあって 4 三φ m

φm ≡ 4 ④ 「my なので、
「 m+= 「mu {7 φm } であり

、従って

「m 09 φm } は矛盾 する 。

「mu { 4m 3 ト 」 の 証明図 の根 に (て I) を適用 すると 、「 mt 74
m

「mE 「 ∞ なので「 ∞t て φ m、 すなわち 「∞ トで 4
.

この証明図 と 「∞ 54 の証明図 を合わせて (っ E ) を 用 いると 、

「 0 ト上
、

これは 1 に 反する
。



3
.

1 ¢ 「 ∞ :

1
. より 「wtI

.

これと 2 . より 1 ¢ [∞ .

4. 4 へ 0 E [∞⇒ 4 E 「 ∞ かつ θ E「∞ について

2
. より 4MOE 「 ∞ ⇒ 1ot 4 Λ O -

証明図 の根に ( Λ I ) や ( Λ E ) を適用することで 、

⇒ 「∞ ト Ψ かつ 「∞ t θ

再び 2 より
、

⇒ 4 E「∞ かつ θ Gf∞
.



。 先 につ 4 G 「 ∞⇒ 4 ¢ 「 ∞ について 示 す

て ΨE[ ∞⇒ 4 ¢1 ゅはしよりすぐに分か

逆 を示 す

4 ¢ 「∞ とする

「∞=飛「により 、
全 ての nEN について Ψ¢ 「 n .

また 、ある mが存在して 4 三φ

今 φm ≡4 ¢ 「mi なので 、「 m+ に「 mu{ 7φ m
}

「m+ 」 ≤ 「∞ なので 、 74 ≡ 74 m ε「

これによって特 に
、
全 ての論理式 Ψ に対して

、

Ψ ε I∞ または 74 E [w

が分 かる



. UVDET∞ ⇒ 4 G 「 ∞ または θ E「∞ について

への 場合 のし⇐ ) と同様 の 議論で 、
ΨVOGL∞ ⇐ 4 ET∞ または θ E 1∞

は分 かる

一般に 論理式の集合「 について 、

「 ト 4 または 「 5 θ ⇒ 「 5 Ψ vO

は成立するが 、逆 は常 には成立 しない

( ⇒)について、

対偶 :

4 ¢ 「 ∞ かつ 0 φ [∞ ⇒ 4 VO 4 「∞

を示す



4 ¢ 「いかつ OL ∞ とするとつの場合から74「 ゅかつて θ E「

するとへの 場合 から 74へ 7 θ E [∞

74 ～ つ θ 74 ～ つ θ
( Λ Ee ) ( Λ Er )

る7 ψ
(っ E )

[O] 7 θ
( 7 E )

[4 v 0] 上 上
( VE

.
2)

上
( ^ I

.

1 )
へ ( 4 v θ )

によって 「 ∞ ト 7 ( 4 v θ ) が分 かり 、
2

.

によって 7 (4v θ ) E 「∞

するとつの 場合 の 系 により 4 V θ¢ [∞ となる
。



。 ψ →θ ET∞ ⇐ 4 E「∞ ならばθ E [ ∞について 、

(⇒ )

4 →θε 「 ∞ かつ 4 E 10 とすると
、

ψ 4 → θ
(→ E )

θ

により 「∞ ト θ となるので 、 2
. より θ E[

∞

(⇐ )

4 ε (∞ ならば θ E [∞ とする

4 ε 「 ∞ のとき

仮定より OE「 ∞ なので 、右の証明木 より
4
‰ (→ I )

1054→ 0 .

2
. より 4 → θ E 「 ∞

.



¢「 ∞ のとき

つの 場合 の系 より 7 Ψε「

すると

[ 4] 74
( 7 E )

上
( EXP )

θ
(→ I l )

Ψ→θ

により [∞ t 4 → 0 .

従って 2 .より4 → 0 ET ∞□
.



演習 の 解答例



ト ( φ→ 4 ) → へ φ U 4 の 証明木

[φ→ 4] φ1
"

→ E )
廾

( vIr )
て φ v 4 て (7 φ v 4)] ( 、 E )

上
( 71 ,

3 )
て φ

( VI )
[7 (て φ v 4 ) ]2 7 φ v 4

( 7 E )
上

( RAA ,
2)

て φ U 4

4④ → 4 ) → 7 φ v 4
( → I

,

l )





真理値表の 書 き 方 ( 1 / 6 )
P Q P かつ Q

。 右のような 直理値表の書き 方 は 、
T T T

メリット : 直理値 ( T と F ) がどのように T F F

定 まっていくか分かりやすい F T F

F F F
デメリット :

「

かつ 」

「

または」
「

でない」
“

ならば」

が増 えると横長 になる

という特徴がある
。

なが い

P P かつ P P IP かつ P ) ならば CPないでな→

,

,

T T F F

F F T T



真理値表の 書 き 方 (26 )

。 そこで、 次のような書 き方 を 用 いる
。

P と Q を命題 とする

。 ( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) の 真理値は

( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) またはQ ) 1
.

P の真理値を書 いて …

T T

T 〒

F F

F F



真理値表の 書 き 方 ( 3/ 6 )

。 そこで、 次のような書 き方 を 用 いる
。

P と Q を命題 とする

。 ( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) の 真理値は

( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) 1
.

P の真理値を書 いて …

T T T T 2
.

Qの 真理値も書いて
…

I F 〒 F

F T F T

F F F F



真理値表の 書 き 方 ( 146 )

。 そこで、 次のような書 き方 を 用 いる
。

P と Q を命題 とする

。 ( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) の 真理値は

( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) 1
.

P の真理値を書 いて …

T T T T F T 2
.

Qの 真理値も書いて
…

T F F : F F 3
.

カッコが深 い所 にある

F F T F T T 論理結合子から順 に

F F F F T F 真理値を書 いていく ?



真理値表の 書 き 方 ( 5/ 6 )

。 そこで、 次のような書 き方 を 用 いる
。

P と Q を命題 とする

。 ( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) の 真理値は

( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) 1
.

P の真理値を書 いて …

T T T T F T T 2
.

Qの 真理値も書いて
…

T F F : F F F 3 .カッコが 深い所 にある

F F T F T T T 論理結合子から順 に

F F F F T T F 真理値を書 いていく …

i ↑
もう使 わない 所 は灰色 にしておいて

…



真理値表の 書 き 方 ( 6/ 6 )

。 そこで、 次のような書 き方 を 用 いる
。

P と Q を命題 とする

。 ( P かつ Q ) ならば ( CPでない ) または Q ) の 真理値は

1
.

P の真理値を書 いて …
P かつ θ) ならば ( CPでない ) または Qα→

コンパクト ”

2Qの 真理値も書いて
…

T T T T T F T T 3
.

カッコが深 い所 にある

T F F T T F F F 論理結合子から順 に

F F I T F T T T 真理値を書 いていく…

F F F ← F T T F 4
.

完成 ～ 2


