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復習

定義
集合の組 (X ,O)が次をみたすとき位相空間 (topological space)とよぶ.

• O ⊆ P(X ),

• X ∈ O,

• ∀u, v ∈ O u ∩ v ∈ O,

• ∀S ⊆ O
∪

u∈S u ∈ O.

Oを開集合系 (open set system), u ∈ Oを開集合 (open set)とよぶ.

定義
写像 f : X → Y と集合O, T が次をみたすとき連続写像 (continuous
map)とよび, f : (X ,O) →連続 (Y , T )と書く.

∀u ∈ T f −1[u] ∈ O.
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アレクサンドロフ空間

開集合は任意個の和集合, 有限個の共通部分で閉じていた.
開集合が任意個の共通部分で閉じている位相空間を考えたい.

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすときアレクサンドロフ空間 (Alexandroff
space)とよぶ.

∀S ⊆ O (S ̸= ∅ ⇒
∩
u∈S

u ∈ O).

例
1 有限位相空間はアレクサンドロフ空間.

2 離散位相 (X ,P(X ))はアレクサンドロフ空間.

3 アレクサンドロフ空間 (X ,O)の閉集合系 F := {c ⊆ X | X \ c ∈ O}
について, (X ,F)はアレクサンドロフ空間.
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復習

集合 x , y , R について ⟨x , y⟩ ∈ R を xRy と略記する.

定義
集合の組 (X ,R)が次をみたすとき, 前順序 (preorder)とよぶ.

• R ⊆ X × X ,

• ∀x ∈ X xRx ,

• ∀x , y , z ∈ X (xRy ⇒ yRz ⇒ xRz).

定義
写像 f : X → Y と集合 R , S が次をみたすとき順序を保存するといい,
f : (X ,R) →順序保存 (Y , S)と書く.

∀x , y ∈ X (xRy ⇒ f (x)Sf (y)).
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アレクサンドロフ空間と前順序

アレクサンドロフ空間を調べるための順序と集合を定義する.

定義
集合 X , Oについて X 上の特殊化順序 (specialization order) ≤X ,Oを次
で定義する. x , y ∈ X について

x ≤X ,O y :⇔ ∀u ∈ O (x ∈ u ⇒ y ∈ u).

定義
集合 X , R について

A(X ,R) := {u ⊆ X | ∀x ∈ u ∀y ∈ X (xRy ⇒ y ∈ u)}.
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アレクサンドロフ空間と前順序
次の定理から, アレクサンドロフ空間と前順序の 1対 1対応がわかる. つ
まり位相空間を順序集合に翻訳できる.

定理
1 ∀X∀O (X ,≤X ,O) :前順序.

2 ∀X∀R (X ,A(X ,R)) :アレクサンドロフ空間.

3 ∀X∀O ⊆ P(X ) O ⊆ A(X ,≤X ,O).

4 ∀X∀R ⊆ X × X R ⊆≤X ,A(X ,R).

5 ∀(X ,O) :アレクサンドロフ空間 A(X ,≤X ,O) = O.

6 ∀(X ,R) :前順序 ≤X ,A(X ,R)= R .

7 ∀X∀O∀Y ∀T ∀f : (X ,O) →連続 (Y , T )
f : (X ,≤X ,O) →順序保存 (Y ,≤Y ,T ).

8 ∀X∀R∀Y ∀S∀f : (X ,R) →順序保存 (Y , S)
f : (X ,A(X ,R)) →連続 (Y ,A(Y , S)).
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特殊化順序と反射推移閉包

集合 X 上の 2項関係 R の反射推移閉包 R∗は次で定義されていた.

xR∗y :⇔ ∃n ∈ N ∃a : n+1 → X (a(0) = x∧a(n) = y∧∀i ∈ n a(i)Ra(i+1)).

(X ,R∗)は R を含む最小の前順序になる.
反射推移閉包は特殊化順序を使って表せる.

定理
集合 X 上の 2項関係 R について

≤X ,A(X ,R)= R∗.

証明. 最小性を使う.
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部分空間
定義
位相空間 (X ,O)と A ⊆ X について部分空間位相 (subspace topology)
を次で定義する.

OA := {A ∩ u | u ∈ O}.

定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)と A ⊆ X について (A,OA)はアレクサンド
ロフ空間.

※アレクサンドロフ空間の部分空間, 商, 直和はアレクサンドロフ空間.

アレクサンドロフ空間の直積
アレクサンドロフ空間の圏の直積は前順序との対応を使えば構成できる.
有限個なら位相空間の直積と一致する. 無限個は一致しないことがある.∏

i∈N({0, 1},P({0, 1}))はアレクサンドロフ空間の圏の直積では離散位相
だが, 位相空間の直積では離散位相にならない.
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準備
アレクサンドロフ空間の定義のままではやや扱いにくいため, 次の集合を
定義する.

定義
位相空間 (X ,O)と x ∈ X について

OO(x) :=
∩
u∈O
x∈u

u.

定理 (アレクサンドロフ空間のいいかえ)

位相空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)はアレクサンドロフ空間.

2 A(X ,≤X ,O) ⊆ O.

3 ∀x ∈ X OO(x) ∈ O.
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連結性

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき連結空間 (connected space)とよぶ.

∀u, v ∈ O (u ∪ v = X ⇒ u ∩ v = ∅ ⇒ u = ∅ ∨ v = ∅).

集合 X 上の 2項関係 R の反射対称推移閉包 R̄ は次で定義されていた.

xR̄y :⇔ ∃n ∈ N ∃a : n + 1 → X

(a(0) = x ∧ a(n) = y ∧ ∀i ∈ n (a(i)Ra(i + 1) ∨ a(i + 1)Ra(i))).

(X , R̄)は R を含む最小の同値関係になる.
xR̄y は, グラフ理論における x から y への歩道の存在を意味する.
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連結性

歩道の存在から位相空間の連結性が導かれる.

定理
位相空間 (X ,O)について次が成り立つ.

1 ∀R ⊆ X × X (∀u, v ∈ O (u ∪ v = X ⇒ u ∩ v = ∅ ⇒
∀x ∈ u ∀y ∈ v (xR̄y ∧ x¬Ry ∧ y¬Rx))) ⇒ (X ,O) :連結.

2 (∀x , y ∈ X x≤̄X ,Oy) ⇒ (X ,O) :連結.

証明. (1) 帰納法. (2) (1)からわかる.

系
位相空間 (X ,O)について次が成り立つ.

1 (X ,≤X ,O)が全順序なら (X ,O)は連結.

2 (X ,≤X ,O)に最小元または最大元が存在するなら (X ,O)は連結.
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連結性
アレクサンドロフ空間では, 連結性を歩道の存在にいいかえられる.

補題
アレクサンドロフ空間 (X ,O)と推移的関係 (X ,R)について次が成り
立つ.

1 ≤X ,O⊆ R−1 ⇒ ∀x ∈ X {a ∈ X | aRx} ∈ O.

2 ≤X ,O⊆ R ⇒ ∀x ∈ X X \ {a ∈ X | aRx} ∈ O.

証明. アレクサンドロフ空間のいいかえを使う.

補題
連結アレクサンドロフ空間 (X ,O)と同値関係 (X ,∼)について次が成り
立つ.

≤X ,O⊆∼ ⇒ ∀x , y ∈ X x ∼ y .

証明. 連結性と, 補題より [x ], X \ [x ] ∈ Oとなることを使う.
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連結性

補題から次がわかる.

定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は連結.

2 ∀x , y ∈ X x≤̄X ,Oy .
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分離公理: T0

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき T0空間とよぶ.

∀x , y ∈ X ((∀u ∈ O (x ∈ u ⇔ y ∈ u)) ⇒ x = y).

定理
位相空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は T0空間.

2 ∀x , y ∈ X (x ≤X ,O y ⇒ y ≤X ,O x ⇒ x = y) [反対称律].

3 ∀x , y ∈ X (OO(x) = OO(y) ⇒ x = y).

よって T0アレクサンドロフ空間は半順序とみなせる.
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分離公理: T1

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき T1空間とよぶ.

∀x , y ∈ X ((∀u ∈ O (x ∈ u ⇒ y ∈ u)) ⇒ x = y).

アレクサンドロフ空間では T1空間は離散位相に限る.

定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は T1空間.

2 O = P(X ).

証明. (1 ⇒ 2) アレクサンドロフ空間のいいかえを使う.
アレクサンドロフ空間では T1や, より強い条件のハウスドルフ (T2),
T3,T4,T5,T6は離散位相しかない. よって, T1より弱い条件を考えたほ
うがよい.
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分離公理: R0

T1から T0を除いた条件を考える.

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき R0空間とよぶ.

∀x , y ∈ X ((∀u ∈ O (x ∈ u ⇒ y ∈ u)) ⇒ (∀u ∈ O (y ∈ u ⇒ x ∈ u))).

定理
位相空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は R0空間.

2 ∀x , y ∈ X (x ≤X ,O y ⇒ y ≤X ,O x) [対称律].

R0アレクサンドロフ空間は同値関係とみなせる.
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分離公理: R0

アレクサンドロフ空間では R0はとても強い仮定になる.

補題
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は R0空間.

2 ∀u ∈ O X \ u ∈ O.

証明. (1 ⇒ 2) アレクサンドロフ空間のいいかえを使う.
この定理から R1 (ハウスドルフから T0を除く), 正則, 完全正規などの分
離公理が R0と同値になる.
補題から R0アレクサンドロフ空間は密着空間の直和で書ける.

系
R0連結アレクサンドロフ空間 (X ,O)についてO = {∅,X}.

17 / 39



分離公理: 正規

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき正規空間 (normal space)とよぶ.

∀a, b ∈ O (a ∪ b = X ⇒ ∃u, v ∈ O (X \ a ⊆ u ∧ X \ b ⊆ v ∧ u ∩ v = ∅)).

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき全部分正規空間 (completely normal
space)とよぶ.

∀A ⊆ X (A,OA) :正規.

定理
R0アレクサンドロフ空間は全部分正規空間.

18 / 39



例
アレクサンドロフ空間について, 分離公理の強さは次のようになる.

離散位相 ⇔ T0 ∧ R0 ⇒ R0 ⇒ 全部分正規 ⇒ 正規.

逆向きが成り立たないことは次の例からわかる.

X O T0 R0 全部分正規 正規

∅ {∅} o o o o

{0, 1} {∅,X} x o o o

{0, 1} {∅, {0},X} o x o o

{0, 1, 2} {∅, {0},X} x x o o

{0, 1, 2} {∅, {0}, {0, 1}, {0, 2},X} o x x x

{0, 1, 2, 3} {∅, {0}, {0, 1}, {0, 2, 3},X} x x x x

{0, 1, 2, 3} {∅, {0}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 1, 2},X} o x x o

{0, 1, 2, 3, 4} {∅, {0}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 1, 2},X} x x x o

19 / 39



復習: 基本近傍系

定義
位相空間 (X ,O), x ∈ X と集合 N が次をみたすとき N を x の基本近傍系
(fundamental system of neighborhood)とよぶ.

• ∀v ∈ N (v ⊆ X ∧ ∃u ∈ O (x ∈ u ∧ u ⊆ v)),

• ∀u ∈ O (x ∈ u ⇒ ∃w ∈ N w ⊆ u).

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき第一可算 (first countable)とよぶ.

∀x ∈ X ∃N : x の基本近傍系 |N| ≤ ℵ0.
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アレクサンドロフ空間の基本近傍系

アレクサンドロフ空間は基本近傍系を使っていいかえられる.

定理
位相空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)はアレクサンドロフ空間.

2 ∀x ∈ X {OO(x)} : x の基本近傍系
3 ∀x ∈ X ∃N : x の基本近傍系 |N| < ℵ0.

証明. (3 ⇒ 1) x の基本近傍系 N が有限個より, N の要素すべての共通部
分をとればよい.

系
アレクサンドロフ空間は第一可算.
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復習: 開基

定義
集合 X , Bが次をみたすとき Bを X の開基 (open base)とよぶ.

1 ∀u ∈ B u ⊆ X ,

2 ∀x ∈ X ∃u ∈ B x ∈ u,

3 ∀u, v ∈ B ∀x ∈ u ∩ v ∃w ∈ B (x ∈ w ∧ w ⊆ u ∩ v).

定義
集合 Bが生成する位相を次で表す.

⟨B⟩ := {
∪
u∈S

u | S ⊆ B}.
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復習: 開基
定理
集合 X , Bについて次は同値.

1 Bは X の開基.

2 (X , ⟨B⟩)は位相空間.

定理
位相空間 (X ,O)と集合 Bについて次は同値.

1 O = ⟨B⟩.
2 B ⊆ O ∧ ∀u ∈ O ∀x ∈ u ∃b ∈ B (x ∈ b ∧ b ⊆ u).

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき第二可算 (second countable)とよぶ.

∃B(|B| ≤ ℵ0 ∧ ⟨B⟩ = O).
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アレクサンドロフ空間の開基
定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次が成り立つ.

1 O = ⟨{OO(x) | x ∈ X}⟩.
2 ∀B(O = ⟨B⟩ ⇒ {OO(x) | x ∈ X} ⊆ B).

系
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は第二可算.

2 |{OO(x) | x ∈ X}| ≤ ℵ0.

系
T0アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は第二可算.

2 |X | ≤ ℵ0.
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コンパクト性

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすときコンパクト空間とよぶ.

∀S ⊆ O (X ⊆
∪
u∈S

u ⇒ ∃C ⊆ S (|C | < ℵ0 ∧ X ⊆
∪
u∈C

u)).

定理
位相空間 (X ,O)について次が成り立つ.

1 (∃C ⊆ X (|C | < ℵ0 ∧ ∀x ∈ X ∃y ∈ C y ≤X ,O x)) ⇒
(X ,O) :コンパクト.

2 (X ,≤X ,O)に最小元が存在するなら (X ,O)はコンパクト.

証明. (1) S ⊆ O,X ⊆
∪

u∈S uとする. C が有限かつ C ⊆ X ⊆
∪

u∈S uよ
り, x ∈ C に対する u ∈ S を選べばよい.
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コンパクト性

アレクサンドロフ空間でコンパクトを順序の言葉にいいかえる.

定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次が成り立つ.

1 (X ,O)がコンパクトであることと
∃C ⊆ X (|C | < ℵ0 ∧ ∀x ∈ X ∃y ∈ C y ≤X ,O x)は同値.

2 (X ,≤X ,O)が空でない全順序なら, (X ,O)がコンパクトであることと
(X ,≤X ,O)に最小元が存在することは同値.

証明. (1) アレクサンドロフ空間のいいかえより {OO(x) | x ∈ X} ⊆ Oで
あることを使う.
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コンパクト性

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき局所コンパクト空間 (locally compact
space)とよぶ.

∀x ∈ X ∃v ⊆ X ∃u ∈ O (x ∈ u ∧ u ⊆ v ∧ (v ,Ov ) :コンパクト).

定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)は局所コンパクト空間.

証明. x ∈ X について v をOO(x)とおけばよい.
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コンパクト性

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすときリンデロフ (Lindelöf)空間とよぶ.

∀S ⊆ O (X ⊆
∪
u∈S

u ⇒ ∃C ⊆ S (|C | ≤ ℵ0 ∧ X ⊆
∪
u∈C

u)).

コンパクトと同様の議論でリンデロフ空間をいいかえられる.

定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)はリンデロフ.

2 ∃C ⊆ X (|C | ≤ ℵ0 ∧ ∀x ∈ X ∃y ∈ C y ≤X ,O x).

証明. 可算選択公理を使う.
(C の濃度を有限や可算以外に一般化できる.)
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コンパクト性

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすときオーソコンパクト (orthocompact)と
よぶ.

∀C ⊆ O (X ⊆
∪
u∈C

u ⇒ ∃D ⊆ O (X ⊆
∪
u∈D

u∧

(∀v ∈ D ∃u ∈ C v ⊆ u) ∧ ∀x ∈ X
∩

u∈D, x∈u
u ∈ O)).

定理
アレクサンドロフ空間はオーソコンパクト.
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可分

定義
位相空間 (X ,O)が次をみたすとき可分 (separable)空間とよぶ.

∃C ⊆ X (|C | ≤ ℵ0 ∧ ∀u ∈ O (u ̸= ∅ ⇒ C ∩ u ̸= ∅)).

可分とリンデロフは特殊化順序を逆にした条件と考えられる.

定理
位相空間 (X ,O)について

∃C ⊆ X (|C | ≤ ℵ0 ∧ ∀x ∈ X ∃y ∈ C x ≤X ,O y)

なら (X ,O)は可分.
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可分

定理
アレクサンドロフ空間 (X ,O)について次は同値.

1 (X ,O)は可分.

2 ∃C ⊆ X (|C | ≤ ℵ0 ∧ ∀x ∈ X ∃y ∈ C x ≤X ,O y).

証明. (1 ⇒ 2) アレクサンドロフ空間のいいかえを使う.
つまり, アレクサンドロフ空間において可分は, 特殊化順序における共終
数が ω以下といいかえられる.
なお, 順序集合 (X ,≤)の共終数 cf(X )は次のような定義である.

cf(X ) := min{|C | :順序数 | C ⊆ X ∧ ∀x ∈ X ∃y ∈ C x ≤ y)}

.
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全順序集合の例

全順序集合を位相空間として考え, その性質を調べる.

例
全順序集合 (X ,≤)について位相空間 (X ,A(X ,≤))は次をみたす.

1 アレクサンドロフ
2 第一可算
3 局所コンパクト
4 オーソコンパクト
5 連結
6 T0

7 全部分正規
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全順序集合の例

R0 コンパクト リンデロフ 可分 第二可算
(N,≤) x o o o o

(Z,≤) x x o o o

(Q,≤) x x o o o

(R,≤) x x o o x

(ℵ1,≤) x o o x x

(1,≤) o o o o o
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距離化定理の類似
アレクサンドロフ空間は前順序と一対一対応があった. 2項関係は 2変数
の 2値関数と一対一対応がある.

定義
集合 X と R ⊆ X × X について写像 DX ,R : X × X → {0, 1}を次で定義す
る. x , y ∈ X について

DX ,R(x , y) :=

{
0 (xRy)

1 (¬xRy)

定義
集合 X と写像 d : X × X → {0, 1}について⩽X ,d⊆ X × X を次で定義す
る. x , y ∈ X について

x ⩽X ,d y :⇔ d(x , y) = 0.
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距離化定理の類似
定理

1 ∀X∀R ⊆ X × X ⩽X ,dX ,R
= R .

2 ∀X∀d : X × X → {0, 1} D⩽X ,d
= d .

前順序に対応する 2変数の 2値関数を, ここでは弱離散距離とよぶことに
する.

定義
集合 X , d が次をみたすとき (X , d)を弱離散距離とよぶ.

1 d : X × X → {0, 1},
2 ∀x ∈ X d(x , x) = 0,

3 ∀x , y , z ∈ X (d(x , y) = 0 ⇒ d(y , z) = 0 ⇒ d(x , z) = 0).

(3)を三角不等式におきかえてもよい.

∀x , y , z ∈ X d(x , z) ≤ d(x , y) + d(y , z).
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距離化定理の類似

定理
• 前順序 (X ,R)について (X ,DX ,R)は弱離散距離.

• 弱離散距離 (X , d)について (X ,⩽X ,d)は前順序.

アレクサンドロフ空間 (X ,O)について, Oは DX ,≤X ,O が誘導する位相に
なっている.

O = A(X ,≤X ,O)

= {u ⊆ X | ∀x ∈ u ∀y ∈ X (x ≤X ,O y ⇒ y ∈ u)}
= {u ⊆ X | ∀x ∈ u ∀y ∈ X (DX ,≤X ,O(x , y) = 0 ⇒ y ∈ u)}
= {u ⊆ X | ∀x ∈ u ∃ϵ ∈ R>0 ∀y ∈ X (DX ,≤X ,O(x , y) < ϵ ⇒ y ∈ u)

つまり距離化定理の類似が成り立っている.
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翻訳

ここまでの話をまとめる.

位相 順序
連続写像 順序を保存する写像
連結 歩道の存在
T0 反対称律
R0 対称律

コンパクト 共終数 (逆順)が有限
リンデロフ 共終数 (逆順)が高々可算
可分 共終数が高々可算
距離 関係の有無
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翻訳
前順序は hom 集合の濃度が 1以下の小圏とみなせる. まとめると次のよ
うな対応がある.

前順序 ∼=アレクサンドロフ空間 ∼=
弱離散距離 ∼= hom 集合の濃度が 1以下の小圏.

それぞれを, 2項関係, 位相空間, 2変数関数, 多重グラフに一般化したと
きの考え方の違いを図にする.

2項関係 • ∗

2変数関数 • ∗
d(•, ∗)

多重グラフ
• ∗:

:

位相空間
• ∗· · · O(•)
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