
平行切断の可積分性と Poincaréの補題

一人セミナー数理物理

概要

有名な Poincaré の補題という定理がある。この定理は物理においても例えば保存

力 F (ベクトル場) は必ずポテンシャル関数と呼ばれるなんらかの関数 f の勾配 F =

−grad(f) となることや、磁場 B に対してベクトルポテンシャル A が存在して B =

∇×Aになるなど様々なところに現れる。前者は 1次元後者が 2次元の Poincaréの補題

の例に他ならない。

主束の接続は一見すると初学者には何がしたいのかわかりにくいが、本講演では

“Poincaréの補題”を題材にベクトル束の平行切断と主束の水平切断の関係や平坦性が可

積分条件に現れることを観察する。内容としては主に以下の 3点である。想定される予備

知識としては多様体論と Lie群論と書いておく。ファイバー束については一から説明する

が、被覆空間や等質空間などの具体例に慣れていると理解しやすい。

(1) 通常の Poincaréの補題 (1次元)の復習

(2) Ambrose-Singerの定理を用いた非可換 Poincaréの補題 (1次元)の証明

(3) “非可換”Poincaréの補題 (1次元)を応用した微分幾何の紹介

ここに本公演を通して “非可換”Poincaréの補題 (1次元)とは以下の 0.1のことを表す。

定理 0.1 (“非可換”Poincaré の補題 (1 次元)). 主 G 束 π : P → M 上の接続 1 形式

ω ∈ Ω1(P ; g)で定まる接続と連結かつ単連結な開集合上の任意の切断 σ : U → P によっ

て定まるゲージポテンシャルを A = σ∗ω ∈ Ω1(U ; g)とする。このときゲージ場 (場の強

さ或いは局所曲率形式) F = DA が消えているなら純ゲージを取れる。すなわち以下が
成り立つとき

DA = dA+A ∧A = 0 (0.1)

ある g : U → Gが存在して A = g−1dg となる。
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これを以下の通常の 1次元 Poincaréの補題と比べると微分形式 α ∈ Ω1(U)が Lie環値

微分形式 A ∈ Ω1(U ; g)に置き換わっている。また閉形式という条件 dα = 0も非可換版

では共変外微分が消えるという DA = 0に置き換わっている。

定理 0.2 (Poincaréの補題 (1次元)). 多様体M の任意の連結かつ単連結な開集合上の閉

微分 1形式 α ∈ Ω(U)は完全形式である。すなわち以下が成り立つとき

dα = 0 (0.2)

ある関数 f ∈ C∞(U)が存在して α = df となる。

また平行切断の可積分条件を与える定理は以下で与えられる。

定理 0.3. 階数 r の (実でも複素でも良い)ベクトル束 π : E → M 上の接続を ∇とする。
M の開集合 U と 1 ≤ k ≤ r に対して以下は同値である。

(1) U 上に一次独立な平行切断 s1, . . . , sk ∈ Γ(U , E) が存在する。

(2) 階数 k の部分束 F ⊂ E|U で、∇ が F を保ちその誘導接続∇F で平坦なものが存

在する。すなわち任意の s ∈ Γ(F ) に対して ∇s ∈ Ω1(U ;F ) であり R∇F

= 0 と

なる。

(3) F に沿う局所枠 s = (s1, . . . , sk) が存在して ∇F si = 0すなわち F の接続 1形式

が 0となる。

これよりベクトル束に平坦接続があれば局所的には平行切断があることがわかる。この

定理を用いてベクトル束に特別な切断が存在する条件について述べることができる。これ

らを適当な準備の下で証明したあとは時間の許す限り講演者の興味ある例について紹介し

ていく。

参考文献

[CL19] Giovanni Calvaruso and Marco Castrillón López, Pseudo-riemannian homo-
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