
中山の補題のいろいろ

(環論入門 : 代数構造の非対称性を添えて)

March 30, 2025

中山の補題のいろいろ (環論入門 : 代数構造の非対称性を添えて)March 30, 2025 1 / 33



群論入門

環論入門

環上の加群

閑話休題 : 代数幾何学の基本的な概念

NAK

圏論的な視点から

応用と,代数的構造の非対称性に関して

中山の補題のいろいろ (環論入門 : 代数構造の非対称性を添えて)March 30, 2025 2 / 33



自己紹介

1. 名前 : 朱里 (Twitter @akari0koutya)
2. 所属 : 徳島大学理工学部理工学科数理科学コース B1
3. 興味 : スキーム論,圏論,可換環論,表現論
4. spm29th運営,すうがく徒のつどい運営
5. 数理の翼 42夏季セミナー,湧源

中山の補題のいろいろ (環論入門 : 代数構造の非対称性を添えて)March 30, 2025 3 / 33



群論入門



群論入門

群の定義

Definition 1.1
組 (G, ∗)が次の条件を満たすとき群という :

1. 任意の a, b, c ∈ Gに対して, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ cが成り立つ.
2. ある e ∈ Gが存在して,任意の a ∈ Gに対して, e ∗ a = a ∗ e = aが成

り立つ.
3. 任意の a ∈ Gに対して,ある b ∈ Gが存在して, a ∗ b = b ∗ a = eが成

り立つ.

Definition 1.2
群 (G, ·)が次の条件を満たすときアーベル群という :

1. 任意の a, b ∈ Gに対して, a ∗ b = b ∗ aが成り立つ.
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群論入門

群の例

Example 1.3

1. 整数全体 (Z,+),有理数全体 (Q,+),実数全体 (R,+),複素数全体
(C,+).

2. Q, R, Cから 0を除いた乗法群 (Q\{0},×),(R\{0},×), (C\{0},×).
3. R,や C上の n次正方行列全体 Mn(R) , Mn(C).
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環論入門



環論入門

(可換)環論とは ?

(可換)環論とは主に (可換)環を対象とする代数学の分野のこと.

では,環とは ? → Zや Z[
√
−5]に存在する豊かな構造を一般化したもの.

代数的整数論における素因数分解の一意性を考える文脈で Kummerが
「理想数」を導入し, Dedekindがそれを整備することでイデアルが導入さ
れ,それに伴い環論が発展した. ringという言葉はドイツ語の Ordnung
(英 : order)に由来する. (”おそらく”「秩序ある集合」という意味で,
「輪」を表すわけではない.)
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環論入門

環の定義

Definition 2.1
集合 Rと二項演算 + : R×R → R , × : R×R → Rの組 (R,+,×)が次

の条件を満たすとき環という :

1. (R,+)は加法に関してアーベル群である.
(i) 任意の a, b, c ∈ Rに対して, a+ (b+ c) = (a+ b) + cが成り立つ.
(ii) 任意の a ∈ Rに対して,ある−a ∈ Rが存在して, a+ (−a) = 0が成り

立つ.
(iii) ある 0 ∈ Rが存在して,任意の a ∈ Rに対して, a+ 0 = aが成り立つ.
(iv) 任意の a, b ∈ Rに対して, a+ b = b+ aが成り立つ.

2. 任意の a, b, c ∈ Rに対して, a(b+ c) = ab+ acかつ

(a+ b)c = ac+ bcが成り立つ.
3. 任意の a, b, c ∈ Rに対して, (ab)c = a(bc)が成り立つ.
4. ある 1 ∈ Rが存在して,任意の a ∈ Rに対して, 1a = aが成り立つ.
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環論入門

可換環の定義

Definition 2.2
環 Rが次の条件を満たすとき可換環という :

1. 任意の a, b ∈ Rに対して, ab = baが成り立つ.
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環論入門

環の例

Example 2.3

1. 整数環 Z,有理数環Q,実数環 R,複素数環 C.
2. R,や C上の n次正方行列全体 Mn(R) , Mn(C).
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環論入門

準同型写像

Definition 2.4
環 Rから環 S への写像 f : R → S が次の条件を満たすとき準同型と

いう :

1. 任意の a, b ∈ Rに対して, f(a+ b) = f(a) + f(b)が成り立つ.
2. 任意の a, b ∈ Rに対して, f(ab) = f(a)f(b)が成り立つ.
3. f(1) = 1が成り立つ.

Remark 2.5
環の準同型写像は自然に加法の単位元を保つ :

f(0) = f(x− x) = f(x)− f(x) = 0.
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環論入門

環の準同型の例

Example 2.6

1. Zから Z/nZへの自然な準同型写像 π : Z → Z/nZ, x 7→ [x].
2. Zから Qへの自然な準同型写像 ι : Z ↪→ Q, x 7→ x/1.
3. Cから Cへの共役写像 · : C → C, x+ y

√
−1 7→ x− y

√
−1.

Remark 2.7
環準同型写像は加法と乗法と単位元の構造を保つ写像,つまり,環の構造
を保つ写像である.

Definition 2.8 (自己準同型環)
R加群M の自己準同型写像全体の集合を EndR(M)と書く. EndR(M)

は (一般に可換とは限らない)環となる.
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環論入門

環の準同型定理

Theorem 2.9
f : R → S を環の準同型写像とする. このとき, R/Ker f ∼= Im f .

Example 2.10

1. 環準同型 φ : R[x] → C, x 7→
√
−1 . このとき, R[x]/(x2 + 1) ∼= C .
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環上の加群

大学一年生のベクトル空間の振り返り

F を Rまたは Cとする. このとき, F 上のベクトル空間とは,集合 V と

加法 + : V × V → V, (v, w) 7→ v + w と

スカラー · : F × V → V, (a, v) 7→ a · v の組 (V,+, ·)であって,任意の
u, v, w ∈ V, a, b ∈ F が次の条件を満たすもののことである :

1. u+ (v + w) = (u+ v) + w.

2. u+ v = v + u.

3. V に 0が存在して,任意の v ∈ V に対して, v + 0 = v が成り立つ.
4. 任意の v ∈ V に対して,ある w ∈ V が存在して, v + w = 0が成り

立つ.
5. a · (v + w) = a · v + a · w.
6. (a+ b) · v = a · v + b · v.
7. a · (b · v) = (a · b) · v.
8. 1 · v = v.
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環上の加群

ベクトル空間の定義の修正版

このとき, F 上のベクトル空間とは,集合 V と加法

+ : V × V → V, (v, w) 7→ v + w と

スカラー · : F × V → V, (a, v) 7→ a · v の組 (V,+, ·)であって,任意の
u, v, w ∈ V, a, b ∈ F が次の条件を満たすもののことである :

1. 組 (V,+)は加法に関してアーベル群である

2. a · (v + w) = a · v + a · w.
3. (a+ b) · v = a · v + b · v.
4. a · (b · v) = (a · b) · v.
5. 1 · v = v.
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環上の加群

環上の加群

Definition 3.1
環 Rと加法 + : M ×M → M とスカラー · : R×M → M の組

(M,+, ·)が次の条件を満たすとき左 R加群という :

1. (M,+)は加法に関してアーベル群である.
2. 任意の a ∈ Rに対して, a · (v + w) = a · v + a · wが成り立つ.
3. 任意の a, b ∈ Rに対して, (a+ b) · v = a · v + b · vが成り立つ.
4.
5. 任意の a, b ∈ Rに対して, a · (b · v) = (a · b) · vが成り立つ.
6. 任意の v ∈ M に対して, 1v = vが成り立つ.

Remark 3.2
スカラーの演算を · : M ×R → M にしたものを右 R加群という. ま
た, Rが可換なとき,左 R加群と右 R加群は同じものである.
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環上の加群

環上の加群を考える意義

Remark 3.3
環上の加群は,環論の基本的な概念であり,代数幾何学,代数トポロジー,
表現論,代数的整数論など代数のほとんどの分野で重要な役割を果たす.
次の代数と幾何の双対が考えられる :

1. 環 Rは,ある空間上の関数の環と見なされるべきものである.
2. R加群は,その空間上のベクトル束の切断の空間とみなすべきもので
ある.

より噛み砕くと,加群とは,「空間を測定・特徴づける追加の関数を提供す
るもの」と言える.
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閑話休題 : 代数幾何学の基本的な概念



閑話休題 : 代数幾何学の基本的な概念

Definition 4.1

mSpecR := {m ( R | mはRの極大イデアル}
SpecR := {p ( R | pはRの素イデアル}

D(I) := {p ∈ SpecR | I 6⊆ p}
V(I) := {p ∈ SpecR | I ⊆ p}

rad(R) :=
⋂

m∈mSpecR
m

nil(R) :=
⋂

p∈SpecR
p.
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閑話休題 : 代数幾何学の基本的な概念

Remark 4.2
D(I)は開集合の公理を満たし,これによって SpecRに位相を入れるこ
とができる. この位相を Zariski位相という.

Definition 4.3
局所環付き空間とは,位相空間 X と,その上の環の層の組 (X,OX)で

あって,任意の x ∈ X に対して,茎 OX,x が局所環であるもののこと.

局所環付き空間 (X,OX)がアフィンスキームであるとは,ある環 Aに対

して, (X,OX) ' (SpecR,OSpecR)が成り立つことをいう.

Theorem 4.4
次の圏同値が成り立つ :

CRingop ∼= AffSch
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NAK



NAK

Lemma 5.1

Rを環, I を Rのイデアルとし, I ⊆ rad(R)を満たすとする. もし r ∈ R

が a ≡ 0 (mod I)を満たすならば, 1− r は Rの単元である.

Proof.
(1− r)(1 + r + · · ·+ rn−1) = 1− rn = 1

となるので, 1− r は Rの単元である.
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NAK

Theorem 5.2 (ケーリー・ハミルトンの定理)

環 R上の n次正方行列 Aに対し,その固有多項式を pA(t)とする. この
とき, pA(A) = 0が成り立つ.

Theorem 5.3 (一般化されたケーリー・ハミルトンの定理)

R加群M が R上に n個の元で生成され, φ ∈ EndR(M) , I が Rのイデ

アルで φ(M) ⊆ IM ならば,M の写像として

φn + rn−1φ
n−1 + · · ·+ r1φ+ r0 = 0, ri ∈ Ii(1 ≤ i ≤ n)

の関係が成り立つ.

Remark 5.4
φ : Mn(R) → EndR(R

n), ej 7→
∑n

i=1 aijei で定められる環準同型写像は

同型である. 上の定理の状況で,M = Rn とすると,たしかに Theorem 5.3
は Theorem 5.2の一般化となっている.
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NAK

Theorem 5.5 (NAK,Krull-東屋の定理)

Rを環,M を有限生成 R加群, I を Rのイデアルとし, I ⊆ rad(R)を満

たすとする. もしM = IM ならば, rM = 0 , r ≡ 1 (mod I)を満たす元

r ∈ Rが存在する. さらに, I ⊆ rad(R)ならば,M = 0である.

Proof. Theorem 5.3において, φ = idM とすると, φ(M) = M ⊆ IM な

ので,
r := 1 + r1 + · · ·+ rn.

はM の写像として 0. したがって, rM = 0であり,また, r ≡ 1 (mod I)

である. さらに, Lemma 5.1より aは単元だから, I ⊆ rad(R)ならば,
M = 0である.
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NAK

Corollary 5.6

Rを局所環, mを Rの唯一の極大イデアル,M を有限生成 R加群,
f1, . . . , fn ∈ M を f1, . . . , fn がM/mM の生成系となるような元とする.
このとき, f1, . . . , fn はM の生成系である. 特に, m/m2 の生成系は mを

生成する.

Proof. N := (f1, . . . , fn)をM の部分加群とする. このとき,
(N +mM)/mM = M/mM が成り立つ. 同型定理により N +mM = M

なので,M/N = (N +mM)/N = m(M/N) . これに, Theorem 5.5を適
用すると,M/N = 0つまりM = N が成り立つ.
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圏論的な視点から



圏論的な視点から

Definition 6.1
圏 C とは,次のデータで構成される :

1. 対象の集まり Ob(C).
2. 任意の対象 X,Y ∈ Ob(C)に対して, X から Y への射の集まり

HomC(X,Y ).

さらに,以下の条件を満たす :

1. 任意の対象 X ∈ Ob(C)に対して,恒等射 idX ∈ HomC(X,X)が存在

する.
2. 任意の対象 X,Y, Z ∈ Ob(C)と射 f ∈ HomC(X,Y ), g ∈ HomC(Y, Z)

に対して,射 g ◦ f ∈ HomC(X,Z)が存在する.
3. 任意の対象 X,Y, Z ∈ Ob(C)と射 f ∈ HomC(X,Y ),

g ∈ HomC(Y, Z), h ∈ HomC(Z,W )に対して, (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)
が成り立つ.
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圏論的な視点から

Example 6.2

1. Set : 集合を対象とし,関数を射とする圏.
2. Grp : 群を対象とし,準同型写像を射とする圏.
3. CRing : 可換環を対象とし,環準同型写像を射とする圏.
4. ModR : 環 R上の加群を対象とし, R線型写像を射とする圏.
5. AffSch : アフィンスキームを対象とし,アフィンスキーム間の射を射
とする圏.

6. Sch : スキームを対象とし,スキーム間の射を射とする圏.
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圏論的な視点から

Definition 6.3
C を圏とする. このとき, C の反対圏 Cop とは,次のデータで構成される :

1. 対象の集まり Ob(Cop) = Ob(C).
2. 任意の対象 X,Y ∈ Ob(C)に対して, HomCop(X,Y ) := HomC(Y,X).

Definition 6.4

1. f : X → Y がモノ射であるとは,任意の Z ∈ Ob(C)と射
g, h : Z → X に対して, f ◦ g = f ◦h ⇒ g = hが成り立つことである.

2. f : X → Y がエピ射であるとは,任意の Z ∈ Ob(C)と射
g, h : Y → Z に対して, g ◦ f = h ◦ f ⇒ g = hが成り立つことである.

Example 6.5
集合の圏 Setにおいて,モノ射は単射,エピ射は全射と同値. しかし,一般
の圏では,モノ射は単射,エピ射は全射とは限らない. 例えば, Ringではエ
ピ射と全射は一致しない.
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圏論的な視点から

Remark 6.6
圏 C と Cop の関係を双対といい, C での主張はその射の向きを逆にした
主張が Cop での主張になる.

Example 6.7

1. モノ射とエピ射の定義は双対となっている.
2. 左 R加群の圏 ModRは右 Rop 加群の圏 Rop Modに圏同値の意味で
等しい. (Rop は積の向きを逆にした環.)
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応用と,代数的構造の非対称性に関して



応用と,代数的構造の非対称性に関して

Theorem 7.1 (Vasconcelos)
Rを環,M を有限生成 R加群とする. R線型写像 f : M → M が全射な

らば同型である.

Remark 7.2
証明には, Theorem 5.5を用いる.

Remark 7.3
Rを環,M を有限生成 R加群とする. R線型写像 f : M → M が単射な

らば同型である. これは真か ? →答えは No.
(例えば, R = Z,M = Z⊕ Zとすると, f : M → M, (a, b) 7→ (a, 0)は単射

であるが同型ではない. )

Remark 7.4
この定理は ModR において,単射と全射が双対でないことを表している.
しかし,体 k 上の有限次元ベクトル空間の圏 (f. g.Vect)k においては,射
が単射であることと全射であることは同値であった.
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応用と,代数的構造の非対称性に関して

Theorem 7.5 (Vasconcelos)
有限生成 R加群の任意の単射自己準同型写像が全射である必要十分条

件は, Rのすべての素イデアルが極大であること,である.

Example 7.6
φ2 : Z → Z, x 7→ 2x.これは単射だが全射でない例. 実際, Zは体でない
Dedekind整域なので, Krull次元は 1である.
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応用と,代数的構造の非対称性に関して

Definition 7.7
Rを環とする.

1. R加群M が Hopfianであるとは,M の任意の全射自己準同型写像

が自己同型であることをいう.
2. R加群M が co-Hopfianであるとは,M の任意の単射自己準同型写

像が自己同型であることをいう.

中山の補題のいろいろ (環論入門 : 代数構造の非対称性を添えて)March 30, 2025 29 / 33



応用と,代数的構造の非対称性に関して

Theorem 7.8 (Ax-Grothendieckの定理)
S をスキーム, X を有限型 S スキームとする. このとき, X の radicielな
S 上の自己射は全射である.

Theorem 7.9 (特別な場合の Ax-Grothebendieckの定理)
多項式関数 P : Cn → Cn が単射ならば全単射である.

Remark 7.10
多項式関数 P : Cn → Cn が全射ならば全単射である. これは正しい ?
→答えは No. 例えば, P : C → C, z 7→ z2 は全射であるが単射ではない.
(∀a ∈ Cに対し, z2 = aを満たす z ∈ Cが常に存在すれば良い. これは代
数学の基本定理よりわかる.)
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NAKの幾何学的解釈

Lemma 1 (幾何的 NAK)

X を Noetherianスキーム, x ∈ X を閉点, U を xの開近傍, F を X 上の

連接層とする. 切断 a1, . . . , an ∈ F(U)を芽 a1x, . . . , anx ∈ Fx の像が

ファイバー F|x := Fx/mxFx = Fx ⊗OX,x
k(x)(= Fx ⊗OX,x

(OX,x/mx))

を生成するものとする. このとき,あるアフィン開近傍 Spec(A) 3 xが存

在し, a1|Spec(A), . . . , an|Spec(A) が F|Spec(A) を生成する.

1. 有限生成 R加群↔ Spec(R)上の連接層 F(Spec(R)) (X が locally
Noetherianなので.)

2. xにおける切断の”値 (芽)”がファイバーを張るなら,この切断は茎全
体を生成する.

→ Lemma 1は連接層が閉点での振る舞いによって完全に決定されること
を主張している.
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