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わいの修論の概要：2次ディオファントス方程式の決定アルゴリズムのサーベイ

連立1次方程式の自然数解の数え上げ公式についての先行研究

連立2次方程式の解の数え上げへの拡張
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ディオファントス方程式

ディオファントス方程式：

・解は の範囲で探索



ディオファントス方程式

ディオファントス方程式：

・解は の範囲で探索

例：Erdős–Straus conjecture (未解決)

すべての整数 に対して方程式

を満たす正の整数 は存在するか？



応用上のモチベーション

example

Target loop invariant

initial condition

Applying Farkas’ lemma, you get quadratic constraints 

loop condition

プログラムのループ不変式の推定にディオファントス方程式が応用されている。
(COLO 2003)
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Target loop invariant

initial condition

Applying Farkas’ lemma, you get quadratic constraints 

loop condition

プログラムのループ不変式の推定にディオファントス方程式が応用されている。
(COLO 2003)



Hilbertの第10問題

入力 にたいして、対応する方程式に整数解があるかどうか

を出力するアルゴリズムは存在するか？



Hilbertの第10問題

入力 にたいして、対応する方程式に整数解があるかどうか

を出力するアルゴリズムは存在するか？

→ Hilbertの第10問題



Hilbertの第10問題

残念ながらHilbertの第10問題は否定的に解決されている。(Matijasevic 1971)

つまりディオファントス方程式の整数解の有無を機械的に求めることはできない
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つまりディオファントス方程式の整数解の有無を機械的に求めることはできない

・任意のディオファントス方程式は             などと変数を追加することで、
二次の連立方程式                              に帰着。単一の4次方程式             

に帰着。

さらに、4次方程式に限っても決定不能



Hilbertの第10問題

残念ながらHilbertの第10問題は否定的に解決されている。(Matijasevic 1971)

つまりディオファントス方程式の整数解の有無を機械的に求めることはできない

・任意のディオファントス方程式は             などと変数を追加することで、
二次の連立方程式                              に帰着。単一の4次方程式             

に帰着。

さらに、4次方程式に限っても決定不能

つまり2次連立方程式も一般には決定不能



未解決問題と決定可能なケース

単一の3次方程式の決定可能性は未解決

単一の2次方程式は決定可能(Grunewald 1981)



未解決問題と決定可能なケース

単一の3次方程式の決定可能性は未解決

単一の2次方程式は決定可能(Grunewald 1981)

わいの修論で決定アルゴリズムをサーベイ

Nakamura ”On algorithms to solve Quadratic Diophantine equation”
Master thesis, Japan Advanced Institute of Science and Technology 2024
https://dspace02.jaist.ac.jp/dspace/handle/10119/19420

https://dspace02.jaist.ac.jp/dspace/handle/10119/19420


わいの修論概要

ここから見れるよ！



二次ディオファントス方程式と二次形式

以下のGrunwaldの命題より、二次の項に対応する
二次形式のふるまいを調べることが本質的である。

がregularであるとき、方程式  が解 を持つ

⇔ [                       and                              ]

但し、

命題(【GRUN 1981】Proposition1)

、対称行列・・・(※)



がregularであるとき、方程式  が解 を持つ

⇔ [                       and                              ]

但し、

命題(【GRUN 1981】Proposition1)

二次ディオファントス方程式と二次形式

以下のGrunwaldの命題より、二次の項に対応する
二次形式のふるまいを調べることが本質的である。

、対称行列・・・(※)



簡単なケース

■ の場合は一次ディオファントス方程式であり、ユークリッドの互除法

■ がsingularな場合は0固有ベクトルを使った基底変換により、変数の数を減らす。

■

を一般化した議論で解のパラメータ表示を得られる。

がdefinite(固有値が一定符号)の場合は解の候補を有限個に絞ることが容易。

■ 1変数の場合は二次方程式の解の公式により直接解を求める。



簡単なケース

■ の場合は一次ディオファントス方程式であり、ユークリッドの互除法

■ がsingularな場合は0固有ベクトルを使った基底変換により、変数の数を減らす。

を一般化した議論で解のパラメータ表示を得られる。

■ 1変数の場合は二次方程式の解の公式により直接解を求める。

■ がdefinite(固有値が一定符号)の場合は解の候補を有限個に絞ることが容易。



決定アルゴリズムのフローチャート

以下、二次形式は2変数以上でregularでかつindefiniteとする。
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命題 (【GRUN  1981】Proposition  4)

を3変数以上でregularかつ  上isotropicな整数係数二次形式とする。
,               とし、                         を自然な射影とする。

とおくと、

である。

3変数以上二次形式の零点計算(isotropicな場合)



Hasseの原理(isotropic性の判定)

命題(Hasseの原理) 

上の二次形式は 上isotropic でかつ任意の素数 について、
 上isotropicならば     上でもisotropicである。



5変数以上の場合は有理数体上isotropic(簡単な場合)

命題(【CASS 1978】CHAPTER 6 COROLLARY 1 ) 

5変数以上のregularな  上の二次形式は任意の素数 について、
  上isotropic

2変数以上regular、indefiniteであれ  上isotropicなので以下が成り立つ

命題

5変数以上のregularな  上の二次形式は  上isotropic

■



定義 (ヒルベルト記号)

otherwise
is isotropic over 

定義

regular な対角二次形式                            および素数  に対し、
  

と定める。

ヒルベルト記号(3,4変数の場合のisotropic判定)



基底変換により整数係数
対角二次形式 を得る

isotropic over 

anisotropic over 

Yes
No

or and

anisotropic over isotropic over 

3,4変数二次形式のisotropic性の判定フローチャート

isotropic over 

Yes

No
anisotropic over 

Yes No



の基底は

とする。

,

の基底は

isotropic判定の例



の基底

,              ,

が得られ、

が   上isotropic ⇔ が   上isotropic 

isotropic判定の例



各素数   に対し、
だから、任意の素数で

しかし、

なので、      は     上anisotropic。したがって  もanisotropicである。

isotropic判定の例
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4変数以上の場合(簡単な場合)

4変数以上の場合は簡単である。

Proposition (【GRUN  1981】Proposition  2)

であって  がregularでindefiniteな場合、方程式
が整数解をもつ必要十分条件はその方程式が mod             で解をもつこと
である。 

■



定義 (二次形式  の直交群       )

は    -群であり、   は        のarithmetic subgroup の具体例である。

定義(                                        )

■

を     -群、  を      の部分群とする。                   と

■ の部分群      および   の部分環 について           を    で表す。

-群とそのarithmetic subgroup 

有限個の     変数有理数係数多項式の共通零点集合と    の共通部分で表
せる行列群を   -群と呼ぶ。

がともに有限であるとき、   を   をarithmetic subgroupという。



命題(【BHC 1962】, 【GRUN 1980】)

Arithmetic subgroupsの有限生成性

を   -群  のarithmetic subgroupとする。

①(Borel, Chandraの古典的証明による結果)

は有限生成である。

②(Grunewaldの構成的証明による結果)

さらに   が以下条件

・ の部分群である。

・ が  に属するかを判定するアルゴリズムが存在する。

・    が有限でありかつその上界が与えられている。

を満たすならば  の生成系を計算することができる。

二次形式の直交群は明らかに上記の条件を満たしている。



生成系計算の概要

生成系の計算過程には以下のステップがある。

 と冪単な部分  とreductive(冪単元が単位行列のみ)な
部分  に半直積分解する。  と はそれぞれ別個に生成系を計
算できる。

■

この分解のところで      のザリスキ位相連結成分    を準素分解に
より計算し、そのLie環の冪零イデアルをとるプロセスがある。

■ と       の生成系からなるwordの語数の上界が得られるように、
包含関係  を満たすような基底変換

 を算出する。(                     )

■ と       の生成系それぞれ別個に計算する。



-軌道

上の同値関係 を と定める。

同値類   を -軌道という。

命題(【GRUN 1981】chapter 5 )

少なくとも一つ の - 軌道の代表元を含むものを計算できる。

定義

とおく。有限集合  であって

■  の計算には二つの二次形式が基底変換で移りあうかの判定を
本質的に用る。



定義

命題

軌道計算のprimitiveな場合への帰着



-軌道の代表元計算アルゴリズム

STEP1: 以下の条件を満たす有限集合   を計算する。
   ・    は                           を満たす           変数二次形式      からなる。

 ・任意の          変数regular二次形式       はある   の元と
-equivalent

の

とおく。

STEP2:
とし、各   に対し、これが        と    -equivalentかを判定する。

STEP3:  STEP2の判定でequivalentとなった二次形式の集合を  とする。
各 にたいしてこれを に移す を求め、

を出力とする。



の場合の決定アルゴリズム

の生成系及び   が計算できているとする。

1:  とおく。 である。
  2:  を自然な射影とする。
とおくと   である。 

3:各  ,                に対して、   かどうかをチェックする。



容易な拡張

二次不等式 はラグランジュの四平方和定理に
よって二次方程式に帰着できる。

命題 (ラグランジュの四平方和定理)

任意の自然数は4つの整数の平方和で表すことができる。 

単一の二次不等式を解きたい場合は二次方程式
に帰着。

一次等式制約を加えた二次方程式

についても、各一次制約の解の媒介変数表示を得ることで単一の二次方程式に帰着。



連立1次方程式の非負整数解数え上げ公式と
連立2次方程式への拡張



モチベーション

任意の(高次)ディオファントス方程式は2次ディオファントス方程式の
連立方程式に帰着できる。

・例: 方程式 は と等価



モチベーション

任意の(高次)ディオファントス方程式は2次ディオファントス方程式の
連立方程式に帰着できる。

・例: 方程式 は と等価

が解を持つ

⇔ のどれかが非負整数解をもつ

が成り立つので解についてはひとまず非負整数解について考えたい。

さらに、



ノーテーション上の注意

行列 の 成分を などと大文字で行列を、小文字でその成分を表すことが多い。

・例: のとき

ベクトルは のように太字で、その成分は のように小文字で書くとする。

特に断りのない限りベクトルと言ったら縦ベクトルを表すとする。

・例: のとき



ノーテーション上の注意

文脈上明らかな場合はベクトルの次元を明記しない場合がある。
たとえばゼロベクトルは次元を明記せずに とかくことが多い。

ベクトルの各成分に対して不等式が成り立っているとき、

といった書き方をする。

・例: のとき



ノーテーション上の注意

同じ次元のベクトル に対し、 を で表す。

・例: のとき

ベクトル について、 などは成分ごとに関数を適用したベクトルを表す。

・例: とするとき、



以下、連立一次方程式

連立1次方程式の非負整数解数え上げ

であって、係数行列が以下の条件

【条件】

を満たすものを考える。



【条件】のより簡易な判定法

命題

以下は同値

1. 【条件】を満たす

2.



【条件】のより簡易な判定法



Z変換とその逆変換

に対して と定める。
明らかに が数えたかった解の個数である。



Z変換とその逆変換

を固定し、写像 を で定める。

に対して と定める。
明らかに が数えたかった解の個数である。



Z変換とその逆変換

を固定し、写像 を で定める。

さらに、 に対して複素関数 を

で定める。(級数が収束する範囲において)

に対して と定める。
明らかに が数えたかった解の個数である。



Z変換とその逆変換

注：文脈上混乱のおそれがない場合は や のことを省略した書き方で

などと書く。

命題

を先に定めた通りとし、係数行列      は【条件】を満たしているとする。

(このときある      について  となることに注意)

をみたす範囲で

が成り立つ。



(証明)



(証明)

一方、この和の中身に着目すると、



(証明)

一方、この和の中身に着目すると、

ここで、 という条件は

、つまり が

で満たされていることを意味する。



したがって、無限等比級数の公式が適用出来て、



命題 (【Lasserre2001】)

Z変換とその逆変換

を【条件】を満たす行列とし、 を
が で成り立つような十分大きい積分半径とする。このとき、

である。



(証明)

であるが、この和と積分は交換することができる。実際、

であるが。 の条件より、級数は積分範囲上で絶対収束

しかも、 となる公比をとれるので

一様収束



よってめでたくも和と積分が交換できて

1

1

m

m

のとき 、 のとき

であることを用いれば、

1 m

がなりたつ。ゆえに、



命題 (【Lasserre2001】)

とし、 は以下の【条件】を満たすとする。

このとき、連立方程式 の非負整数解の個数は

となる。

連立1次方程式の非負整数解数え上げ

(証明) の場合を考えるとよい。



系(解の数え上げの実積分表示)

は を満たす半径とする。先ほどと同じ設定において、

とかける。

数え上げ公式の実積分表示



(証明)

に対して

と変数変換して計算するとよい。

(被積分関数の分子)

(被積分関数の分母)



したがって、

実部だけ見ればよいので、

注:係数行列の成分が非負でありかつ、各列に少なくとも一つ正整数がある場合は

でよい。



例



例

連立方程式 の非負整数解の解の個数を求めると、

のひとつのみ



被積分関数と方程式の対応箇所をよく見ると、



被積分関数と方程式の対応箇所をよく見ると、



被積分関数と方程式の対応箇所をよく見ると、

が得られる。



例

Erdős–Straus conjectureについて考える。

任意の整数 について、方程式

が自然数解を持つことが、予想が肯定される必要十分条件であることが
式変形によりわかる。さらに式変形を進めることで方程式

が得られる。



と変数を追加し、非負整数のパラメータ

を使った連立一次方程式

を考えれる。



これの行列表現は以下の通りである。



したがって、Erdős–Straus conjectureが肯定される必要十分条件は、
任意の            について、ある   があって、

[

]

が成り立つことである。



例

魔法陣とは マスの正方形のマス目に数字を配置し、

縦・横・対角線のいずれの列についても
その列の数字の合計が同じになるものであって、さらに各マス目に

から までが過不足なく使われているものをいう。

3×3の魔法陣の一例

この魔法陣の総パターン数を数え上げてみよう。



行 列目のマス目に入る数値を で表す。

各縦・横・対角線の和は なので、

,

,

が得られる。



また、 は から までの値を過不足なくとるので、ある

にたいして がなりたつので方程式

が得られる。非負整数パラメータ をつかって

とし、変数 を

で定めると以下が得られる。

これと先述の和の条件を併せて連立一次方程式を記述するとこのようになる







したがって、 マスの魔法陣の総パターン数は

]

(ただし、対称移動等で重なる分も重複して数えていることには注意)

( は任意)



二次連立方程式の解の数え上げに向けて

を考える。

二次連立方程式

・・・(☆)

Erdős–Straus conjecture と魔法陣の例で行った議論を一般化したい。



この(☆)に対して、非負整数パラメータ をfixした連立一次方程式

を考え、無理やり一次方程式の話に帰着させる



となるように をとって

とすると【条件】も満たす。

・・・(〇)



とおくと係数行列は

であり、方程式(〇)は とかけて以下が成り立つ



二次連立方程式が非負整数解を持つ条件

定理

とし、

とする。このとき、

もともと考えていた二次連立方程式(☆)が非負整数解をもつ



二次連立方程式が非負整数解を持つ条件

定理

とする。二次連立方程式(☆)の非負整数解の個数は

で書ける。(無限個になる場合も含む)



非負整数解の個数の不偏推定量

を非負整数値をとる独立同じ分布な確率変数とし、その

確率関数を とする。

(たとえばポワソン分布などがこういった分布にあたる)

を固定し確率変数 を考えると以下が成り立つ

連立方程式(☆)の非負整数解の個数 = 

定理

連立方程式(☆)が非負整数解をもつ

(解を無数に持つ場合は期待値無限大とする)

(期待値が無限大の場合は分散は無限大とする)



(証明)

前半は

から得られる。

後半について、解がない場合は は0しか値をとらないので期待値が0でない

自然数  である場合のみ考えればよい。この場合も方程式の解でない自然数の組
が無数にあるので、分散の計算中で

が無限個足されるので主張が得られる



積分曲線の半径も と同じ分布の確率変数

からサンプリングすることを考え、

とおくと以下が得られる。

系

連立方程式(☆)が非負整数解をもつ

解を持たない場合の期待値は0である。

(証明)

積分結果が半径によらないので、一つでも解があれば1が無限個足されるから 
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大丈夫。

僕、最強だから。

連立一次方程式

が見える。



演習：以下の計算をしてみましょう。

最強の高専教員

大丈夫。

僕、最強だから。

つまり、方程式

すなわち

の解の個数を数え上げればよい。
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演習：以下の計算をしてみましょう。

最強の高専教員

=1

魂で計算できんだよ

キッショ

なんで

分かるんだよ

高専中退
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