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はじめに #作用素環論一 でポスト !

今日僕の 話 を 聞 きにきて 頂 きありがとうございます !

対象
:
学部生 から 数学に 興味がある 一般の 方まで幅広 く

前提知識 : 高校数学 まで
､

集合 の 基礎 ( 単射 ｡ 全射など)
群論,関数解析の 知識 があると 吉 っ

目標 : C * 環 を 定義 し
､行列環 を 中心 に 具体例 と 作用素環的

事項 を 紹介する ｡フーリエ変換 を 経由してToepにz 環という行列 っさも

連続関数 っぽさもある C * 環 を 紹介する｡ しそして 戸松本 を 買ってもらう )

自己紹介 : コンパクト 量子群 を 学 んでいるMI
.

感意書定語感が望少見ませぎらいかもしれません ､
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作用素環論入門 ｣ とは ?

☆☆ 作 用 + 素 +環 代数 にまつわるものなのかな … ?

action ぃ algebra

⑥ 作用素 + 環 … 解析 と 代数 の 共通部分
､

operaton algebra Sxdx a
" tbu = cM

ddet =et latb
) 3=

a
' +
3
a ' b+ 3ab'tb3

今回 は C*環だけを 扱 います
｡ 例 えていうと …

muw

可換 ならば連続関数環 ､松本香暴ダンプ松本暴飛

～｡ 連続関数環 の非可換化二 急解析
竹力 がい器 ～～つ
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定義 定義 を｢ こ 項デキ演算
ント )

｡ を

ゅ # G を 集 合 とする ｡

持 つ 集 合 とする
｡

G の = 項演算 とは

ことである
｡

… い *^*

た*｣

今ない機松いかG の 元 の 組 (ondered pain) を (G
.

o )
G が 演 算 ∞ の 下 で

G の 元 にあてる 関数 の

群であるとは ､ 以 下 の

例
.
G = Z 足 し 算 は Z の 性質 がみたされる 1

= 項演算算 ときをいう 昌

φ ) (結合律 )
G = 区 割 り 算 は 区 の

ao ( boc - Lablec ( 9 .b . CEG )
二項演 算 ではない

99) ( 単位元 の 存在 )
品
"

力 ,
2R 2 × Z 1 ÷ 2 # 2 . ある 元 CEG が存在 して さらに

例 ( 畳 み 込 み 積 ) NEN をとる｡

.

ae = eod = a ( a EG )

.

1
a . - b = b . aLa

, bEG)

a= Laos… ian ), b
= 1 bo

. … .bw . ､ )EC
に
対 し

をみたす をみたすとき
､ Gは

axb TTT(逆元 の 存在 ) 合 この A EG に 対し ､可換 と

: = ( ｡"Akndr )bar- kemdwin
.

ε 4
N

ある 元 bEGが 存在 して よばれる
｡

re * は ① " a =項演算
､

aab = e = bod が 成 り 立 つっ



0 単位 元 は 存在すれば 一意的① 1 右逆元 は 左逆元 1

a e G : 群 a ε G をとる
∞

e
,
e
'
ε G を 群 G の 単位元 とする

｡

bGG を ab = e となる 元 とする
｡

このとき ba = e でもある
このとき

O θ

ee== e
①

{ eve ②Fere '= e . 約続装戦: ∴ e =
e']

a = ae = alaa
-y = a
'

a
-
= aa
'
=e

① 逆元 は 存在すれば一意的
元G . bEG で ab = e となるものを

a
ε Gをとり b , bEG を a の 逆元 とする

｡ とる
､

Claim より ba が巾等 である
このとき ba = ab = e

{ bla - abl =e
in G ことを 示 せば 十分 である

｡

が 成 り 立つので (ballba) =blabla = bea =ba

b 'able 以上 より ba = e を 得 る
｡

= b' ab : eb = b
.

√ D



例 M 12 , 4 ) ={ ( a"幽az ) l ay"
"

O
"i *"

品⑫i"nEC
1 ki; acin1 } 2× 2行列

)(皆器筑 ) ( 悲器) に器結器災品!階路紹のかけ算演算>
M 12 ､ 4 ) は 行列のかけ算 を 積に 群 となるか ?

｡ 結合律 と
､ ( 6 ' ) が 単位元 となるのはよい

A =( 総器 )が 逆元を持 つ ⇒

AA
t 0

Aの行列
～eGL ( 2, ¢ ) : = { (階

2

) | ai; EIR li; e 'n"
1

ainAzz -anazito
}

GL (2,
¢) の 元を 2次複素正則と 呼ぶ､ 可逆元 たちは 群 をなす丹

GL (2 , 4 ) は 群
､

GL12､4 ) は可換群ではない ､ 実際 …

P = -(治1 .α= 語)器護僮霈]



行列 式 の 性質
A=( )にいてdetA : = A " 9 z- 9n u と 定 め

A の 行列式 と 呼 ぶ ｡
ー

､ ー
ー

o det A
"
= det A - det AB = det A detB

:
deez- aiar: anar- anaz = detA

a" bu taiaba, aubiat Aa baz
det AB = ke( 裂最節 ) ( 悲品 ] = dee ( Asi bic t aazbalazubiat Azzbaz)但 し A : (器器) =butarbz)名やAzb マz)- @､ ba+ arbaz)(Gb い+ Gzz)

= a"や AnGzbい b収 rtanaz ､ babrtanazz
に 対してA 期幼 随伴 - G-a" azbiabau -anazibibaa-

= (a" Azz - azacillbubazrbirya ) = decA . derB

ちなみに 行列の * は 以下のようにして ｢M 2､C)上 の* 演算｣だと考 えられる｡
複素共役

写像 * : M (2, 4 ) → M (2
,
¢ ) を

､ ( laiili ;
|

" = ta ;: ; と 定 める
｡

｡
F
λ
,M EC ,

｢
A = (ai;)

｢
B = ( brel ε M (2

.
4 ) , NATUB) TA + MB

*

,

｡ FAEML2, 4 )
,
A*
*

A

0 tA = ( ai;),
“
B = ( bke ) ε M (2,4 ) , (AB) B

*

A*



Q
φ ( b

-y =φ( b!
"

det : 1M12 , c ) → C ｡ 逆 元 の 一意性

Q e : G の 単位元
､

eGの 単位元
det=演算(A

,BE ML 2. c ) )
φle) = e .

M12 , C ) '

｡

"

φleloe
'
= φle) = φle . e ) =φcelo φlel

の 演算 両辺 に φle) の 逆元 を 左からあてて

e=o φle )

: e
'
= 4lel

.

定義
(G

,

o )
,
(G10) を 群 とする 宿題

Im φ= 保 EGNCGs +. y =φ (か Y
写像 φ : G→ G が

φ( aob) = φ 1 a) 0 φ(b) ( a , b EG )
が GI の 演算で 群

←
G
'
の 単位元元

をみたすとき ､ φ を 群 の 準という､
\erφ= 3 xEG 1 φ) どとが

G の 演算で群



閑話休題
定義力 # G を = 項 演算 ∞ を 持 つ 集 合 とする

､

O : GXG→ G
,
la

,
bl → ab

@ G が 演 算σ の 下 で 群建であるとは ､
以 下 の 性 質 がみたされるときをいう :

φ ) (結合律 )

aolbocに laoblc La . b . CEG )
0 半群 (G

.

“ ) が 簡健をみたすとは､

atb - CeG , { ab = ac ⇒ b =c をみたすときをいう

ba = ca ⇒ b = c

Q 群 は 簡 約律 をみたす 半群 である
｡

田 単位 元 を 持つ 半 群 をモノという 例 : ( N ,
+ )



補題( G) を 有限半群とする ､ このとき 元 AEG で

ao a = a をみたすものが 存在 する
､

a
= a 中筆

証明元A cG で A '
= aAKEN2 以上 )をみたすものの 存在を 示 せば 十分 である

｡

( K = 2 : OK ! kって : 両辺 A
”
をあこて ( A)

=
A ^､ a

”
が Gの 等元 だとわかる )

X EG を 固定 して 列 x
,
x

, x
4
,
x8 . … を 考 える ｡

G は 有限集合 より
､
引st ､X ペー x プ､ これを 変形 すると

X
2
t

= ( x
2
'

) 2
*“

= x
2
s

a = x2 k = 2ts とすると ､ 切 sょり Kスであって

ak = a が成 り 立 つ
｡ D



閑話休題終わり

命題簡約律をみたす 有限半群 は群 になる ｡

証明 ) G を 簡約律 をみたす有限半群 とする
｡

前頁 の 補題 より G はや 等元化 を 持 つ ､

( G が 単位 元 を 持つ ) gEG をとるこのとき

Gの簡約律

eg = eg～ sg. .

g? = ye→ ge =g .

これより C は G の 単位元 である
｡

CG の 元が逆元を持 つ) gEG をとる ､このときgG = igx 1xtGY は有限
半群なので 前頁 の 補題 よりgG は 等元 e を 持 つ ､単位元 の一意性
から e = e だから ､ ある 元SGGが存在 してgsとである､

このとき s は g の

右逆元 なので sg = e が 従 いよって s は Y の 逆元 である
｡

以 上 より G は 群 である
｡□ D



by defa

群の例 O (2
,
1R) = SAEGL R.

R) I AA = 1 : ? 1 }
rmuiw

SL (2. 1 R ) = { ( % )は､ ､ .
直 = l"0

-saffe ～ o{lw w-
all

= SOL 2 ､
1R )回転

A = ( % より ク ^ 器 器 )(幅) Yへ( 器|( 別
detA = の

+
高 = 1 キ o よりこれは 群 となる

｡十.A =laij) i.j に 対して

ー

OL 2,IRF { AEGLL 2. IRItAA:… ｡ )
転置

直 = 日し鏡映に + anOX

に deel ! i ] - detitAAにdetはAldetA
ー

Gu2
.

l測感= (detAR 定義 SL (2. 1R)

. det A =± 1 t ロ より 群 になる
｡

G : 群 凹
HCG が 部であるとは

SO 121 R)- YAEO 12
, 1Rll detA - 17 H が G の 演算で群 になるときをい



定義 G :群

部 公詳 H CG が正である凹

圧意の U EGについがり選
例 いみ =ういZIRE くて (NEN ) 宿題
π : = IR/2πZLIR

H く G例 SOL2 ,はIR ) O12 ,1R ) の正規部公群､ 正規 群 gH= igh 1 hGH と
δ

例 . G

.G ' : 群 φ: G
→

G 群 の準同型
このとき 商集合 G /H = 3 $H 1gEG 上 に 演算 を

ker φ = 3 gEGI φ(x=e'K G 正規
､

xH( )( YH ) : xyH LX .YEG 1

が 定 まり G 1H は 群 となることを 示 せ (単位元 e =HI

⑩ acG 固定 G→ G1 H

x Ecer φ g 1-s yH

φ la '
x
a ) = φ 1a -y φ lx, φlal

が 群準同型 である

ことを 示 せ
= elay e

'

elal = e .

: ∴
a -ixa εker φ

.

√



定
:同型定理､φ : G→ G 群の 準同型
このときある 全単射 な群準同型 全単射な群準同型

G/Kenφ → Imφ
Y : G'ive - →Ive

が存在 るき群← ewn )辞
｡☆ なき

使用例 乗法群 準同型定理 より

上 (単位元 )
O 12

,
1RYdet : O 12 ,1R ) →IR 群準同型 S12 1R)

は

Kendet = { AEO にIRll detA : 1 } Iomdet =IRX と 群として同型

= SOL2 ､ 1R 1
懲…

…̂^直 : 日し鏡映団

題 π=1R12
πz辞群洞 S 型 に比 いにとこれを示 せ､ ヒント : 対数関数

､

単位元 に注意せよ
¢

4

Omod 2π S eio
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行列 の 比車 どっちの 方 が大 きい｣ ?

Q .I 交 δ 4 ) 10 z )

a
.

2 3 ? l16 z )

a
.
3 f .21 16 z )

a
. 4 ) 102 )
0 .
5 ?l : 2 ↑



記法選
M ,n εN に 対して ､ Mim . nic ] :={ 器 )/ aiscE 1 ≡im .

mxn 複素行列 全体
m = n のとき

､ MInin ,
4) を Min , ¢ )と 書 く ､

@ 各 A = ( ai; ) .; EMLn ,
C) に 対して

､急 aii を Aのと 呼 び ､ TA と書 く
､

これにより関数 Th : Min , ¢ ) → ¢ が 定 まる
｡

鐲 儿

A 人つ ThA

∞Tいで比 べてみよう

T | ! 21 = 1 + 2 = 3
.

Tr ( 2 φ ) = 2+4 = 0 大 π? . 2

) = ュ +ー1 =0 小

⑳T｡ ? % 1 = 2 +1= 3 同 じ④π 問品 ) = 2 +-41 に -1､
⑮ Trl 6 = 1 +2 = 3 > ｢ な ( )= 2 +(-4 )= ! ?

A = ( aij ] iis , B = LbkekeE MIn , ¢ )と . CEC を 固定 する
｡

い TV(AtB) = TrAt ThB . 2) Tr ( cA) = cTaA .
3) Tr ( AB) = Tw(BA )｡

3) より ､ AE MU ,C)
,
正則行列 PEMU､ C) に 対し､ T(

P

-AP = T( P- PA ) = Tn ( A )



4 つの 比 べ 方
∞ Tr : F4 ) >16 ぷにぽにぽ)

.

｡ TrHD*D ): 引 : )4 )ぽに101
0 成分の
絶対値の和: 結没ピに ))?に 1%)

@ 成分 のの
絶対値 の 問時 )品に1: プ 1
最大値

事実 ～Go表1 ai ;p)” で
A = laij) :;EMlmn. C )について ､ Tr( A* A) =約laj:にが 成 り 立 つっ

行列 の
｢大きさ｣ がわかる

これより ｡ これを 一般化 して“
A*A=節感総 Tr (A*A ) = 急誅”laip); 1 1 ≡ PC ∞ について

官
より ､A*A のに､)成分= 斉行=斉la :Pi “ 繍laj.? D ( 1aijlP ) で

しにし …､ n ) ､ 行列 の
｢大きさ｣ がわかりそう



定義 (行列 ノルム )

すべての 複素行列 A に対 して

負でない 実数11Al 1 が 対応していて ､ それが次の 4つの条件 を
みたすとき11 A 11 を Aのノルムという
い 11 A 1= 0 となるのは (各型 の ) ゼロ 行列 だけである

｡

2) 任意 の複素数 c に 対 して ､11 CAll= 1Cl 1AllSxeeli川が

C”の 有界閉集合
3 ) A

, B が 同 じ 型 なら I 1 A + Bl1 ≤ 11 Al 1 + 11Bll
.

oCx→11Ax 11zEIR
が連続関数

より
､ 最大値の原理から 定 まる

｡

4) 積 AB が 定義 されれば ､ IABI 1 ≡11AlBll. d
11A110=nllA1k

例
｡

各 A =Lai;! :.; EMImin , C) に 対し …
l1xl1a=1

11 A110= {-(A* A位なAAMaijp 2乗巡
11Allo =
mas作
lai

; l
汀

11 Al1 , =;.: 1 ai ; 1 7乗 最大値⑭

宿題□AEMLmin ､ 4 lIMnEN ｣について以下 が 成 り 立 つことを 示 せ

"All ∞≡ 11 A 110≤ 11A 11%≤ 11All. 今 allAll∞
.
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定義 (線形空間 ､ ハルム ､ ノルム 空間 ) 例
MImin . C ) (m

､
nEN) は 以下の

加法 とスカラー 倍 で ① 上 のベクトル空間
｡

A = (aij )
,
B = (bijJ EMLM

,
U
,
C) と

α EC について

ロベクトルは1 AtB : = Lai ; tbij ): .j 加法成分が全0
の行列

､の A : = (2aij] :z (スカラー倍 )
1101k : Mimin , 4) → [0

,
∞)
儿

(aijl:､; →Ʃ
は

MIM , n , 4 ) 上 のノルムで
､

McMin , dIはルルム空間 である
｡

定義 し線形写像) V ､ W を係数体 IK

上 のベクトに 空間 とする

写像 f : V →W が線形写線
が V ε v､いい｡いiの fv=fcavi

､



定義 (環
､
環準同型

,
代数(多元環)

例
.

4
,

1R
,
C は 可換環である

｡

例 (行列環 ) MImin . C) (minEN) は 以下の

加法 と 乗法 を持 っ環 である ｡

A = (Aij)
,
B = (bij ) EMIm ,CU に 対して

AtB : = Lais t bij ] :j 加加法成分が全てO1 単位元 は

の
｢行列

､

AB : = ( Aik bay): ; 1乗法)行
は

定災微多 る環
*

スター

演算
←

&写像* : R → R , a→ a* で
U* =U . lut2)* = U *+ V*,
(λU*=TU*, LUUI* = V* U* LU .VER

,
λEC )

をみたすものが 与 えられているとき､

例
､
行列環M ( U,C )は､ *演算 (ais)i: ;i →(aJ

:

i.j により

* 環
｡



定義 (環
､
環準同型 , 代数(多元環 ) 乗法単位元が 必ずしも

あるとは限らない
｢環｣

ε
f : A→ R 構造射

me flatay = fla ) t flay

fla ay = flal flall

flal n = n fla , ,a'EA , trER)
ー

略 AEA ,NER について

aor: = flalhA によるスカラー倍
｣

～eR は ｢ベクトル 空間｣ で

ー 以後 ､
《 積

の上構の造多元環を 持 つ
!乗法単位元が

必ずしもあるとは限らない ) を 環 とよぶ
､

環が 乗法単位元 を持っとき ､単である
という



線形空間 ､
環
の例 ､ 線形写像 の例

､

V : 群
f E V* を 固定する 写像

φ% : Y
*→ V

*

は 線形写像である｡
山V

*
: = { f : V→ 1 K群準同型 ク g., f*g

和 : f
. gE V* に対し ftgEV

”
を Dg 2' ε VX に 対 して､ 4+1g. ( +4 +181 =401 stg?)

ftgl1( v ) ÷ flv 1 +8(v )( vEV) (* 8 + f* 8 り(v) *
def(

f*g)(v)+ 1 f*g リ( v)

で 定める
｡

==2fla) glb)+Ʃ:f"g"ab
a bl

スカラー 倍 : fEV*､ α EK に 対し αfEV
* を =Ʃ flas( g (b)+ g 'lbl)

ab=V

(αf 1(v ] : = のf() (UVEV ) =Ʃ flal /gtg"lb )
ab=v

で 定 める
｡

～ eVX は線形空間 となる
｡

= 1* 1 なt なリ)(2)( VVEV ).

積 : fSEV * に 対し
VgE V *V αlKに 対して､ ( αφε181=φ (α8) ?)

(f * g ) (v) . =ƩflalgLb) (^VEV ) で定める
の ( *g)(rに

lne｢
の:0flalglb)

ab=v
～eVXは 環 となる

｡

= coflal (α. g(s1 ) =K (αgリ(い
( EVEV).

EVQ 4/nZ ( nEN)のときV * ≈ C ”であることに注意せよ ､ このとき * は ① " 上 の 畳 み 込み積 に 一致する

V ミ x のとき V* の 元は 数列 (Au\nexC① である
｡



行列環 Min ,
C) は

証明

以 下 の構 を造 持つ :
別( ⇒ 99 )) ｢ が 正則行列 であるとする

｡

つまり{ GMin ､C )

｡ 加法 At B = (aistbij ) iら
s
.
t

.
ST = TS = 1

.

このときい{ 11 何" ｡≡ l 1ST 11
｡

= 11110河

@ 乗法 AB =(斉 Aikbkj ) -;
: 11 T 110 三 歌10 . T は 下に有界である

､ √

乗法単位元 I = (" ) ( )⇒91 ) = M 70 s. tI 1X 112 ≤ MIITX1k WEビ") とする ｡

T は正則である⇐> Tは 単射 である
｡ * A* = taj:

-

) i.;
… 次元定理による

｡

⇐>Tix) = TLY )込 , Y ε4") ならば
<ルム 11Al \ z=la X =.

( A= lais] ii; , B
= 1 bij )r､jEMiu ､Cll

.

⇐つ
線形性
T(x-y=O, Y εG

") ならば
X-Y = 0

>kevT= す0.
命題T EMIn ,4 )をとるこのとき× E KerTをとる ｡ 仮定より Ix12≡ M11Tx 1z = M 11 Ol1z= 0

.

以下は 同値である : : ∴ x=
0
. xEKerTを任意 にとることで Tは単射

9 ) T は 正則行列 である
｡

であることがわかる ､C により ､Tは正則 である D

991 Tは 下 に 有界である ､つまり､ Q C * 環 でも 同様の 事実 が 成 り 立 つ
､

ョ M 70 s. tIIX 12 ≤MITkEC")
作用素 ル川M

｡
=

飛11響川|T (111
l1x11a=1

を 用いると､ ) の 式 は o
x=0のときりで 等号を 得る｡

ョ M 70 s . t . 1
≡M" = M \ | T(品 ) \ _MIT 1P｡( “皆ぐ )eaN70s .t . LO)N ≤ 11T011 これと 同値 である

｡



定義ノルムの 完備性, C *環 ) 例 (行 列 環 )

以下 A を *環 で零 環 でないo n GNについてMIU, ¢ ) は C * 環
ものとする

(行列 ノルし､ 随伴 )
DA のノルム 1101 が劣乗法迫 である 例 (連続関数環 )
>llabll Ellallllbll (VaibtA )

.

マ : 局所 コンパクト Hausdonff 空間

2 ) A のノルム 1'11 が完備凹 Col2: ｢ 無限遠 で消えるの上の 連続関数環｣
n'm→∞ (作用素ル1 \f11: = sup {1fix ' l 1xeRY,複素共役f* x にfi )

lUnnEx CA, lUn- uull → 0 TxER

ならば ､ ヨUEAst . IlUn-ull .

3 ) A が C*環 である
｡

⇐φ
A

が 劣乗法的なコルムリをもち

C*恒等式 1alR= llaxall ( 0aEAl

をみたし ､
ハルムが 完備 ノルム

であるとき
､
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定義行列 A に 対し
､
適当 な 正則行列 P をとると

PYAPが 対角成分のみに値 をとる 行列 になる 各 i す 1 , 2 ､ッ N りについて

とき ､ A は対角化であるという e: = leca \eで | iεε とおく､このとき､ 4

“
-
<en… ､e

､

行列のサイズが 大きくなるほど 正則行列を
見つけて 対角化 するのは面倒 …特殊な場合 に着目 . (=kω=億) axとおく､
C =

愛; ､ crc.…
C
2

の 形 の
写像

……
､

………
^ ､ッ1 Eiv-2 ) φc : 4

“
→ CN は 線形写像である

｡N -( CN -2 …
C
, Co 4

X 1→ C *X A = Lao
, , avi) , b = lbo . …b -､ ) ECに 対 し行列 を 巡回烈 という

｡ axb : = ( "AkuyBr-ksmodiw
)

EGN

φlei) = cre :
巡回行列 の 対角化 :we として

= ( Cremdo ,eIvelurd↓)
N - 1

ω
1.o

… … W
^-1). O

mnwmwn n =0

= 1 n - kミ ? modn

π 愛政 wrly W
(w- 1l. l

1 (1 ぃ

1 0 othenwise
( iε ! !…､ と)N

言 …
…

､

言
とおくと

φler φlei) φ( … φler.

W
-ocN-l

w
'twe.

…wiw- il . cw - s ぃ ぃ

氏 は 正則 で WCW は 対角行列になる ｡ 感加i
これを別 の 角度 から見 てみよう



定義 " λ= (x : ) -0: EC” に 対し
､

巡回行列 C =
ど̂

…総…
…

X の 離散 フーリエ 変換 * = ( * : ) i
“

cG を
1
c
N - IC …

C
, Co
)

の 対角化 : w = e
発

として

入 こ= 応
x

ゃwl
=
o …､ - い

と 定 める
､
(但 し w = e

無｣ リ､､ とおくとπ: (
導
… 12) 線形写像下 : ¢機災

” を 離散 スリ選 Wor- yw'
"
t -.
we
iaw-is

という Wは 近則 で WCW は 対角行列になる ｡

舜 :
11f11 ÷( S1fit>'dt)

π I Illanluε olli = Ʃlaulnu冷
QCN

=

MINI,CI 上 NOHK ノルムを 考えて
､ F: C (π )→'1区 1 = 3 lan\nεzl Ʃlanlnε zと∞11 x 1% =元11Fx 情(ExeC Parseval の等式 儿 山

略 う 1 , 2､ッ Nりについて
e: = lecn \k｡ =| iε¢ とおく､ このとき､GN=< e ､ …､ e､ { "

｢fi.kmip
(

"tiriebaz
全射

このとき UEx
L
“空間

1 eiez … n ) = W である
｡ 準同型定理 の気分で µ(x )=CC ?



定 S ECL π)､受器! EE π)*[o
,π>
eS

“

N
:｡
.
π!

T
無

:;… ) の 形 の { \n) =
de｢新
(S( xle-indx

=衣( eixe-inx dx
行列 を Toeptz行例 という =fein

-nixdx

Q 数列 ( tn ) n εx で定まる
｡ ぐ
)*
""
｡n"D φEC (π) に対して

φ in) : = (φ ix) e-inxdx ( nEN) Ʃい'
de5京

(sxie *dx= fexen dx = 7
.

として 以 T0epけz下前0) 9." 行列 を 考 える : “

s際∴ ) なn淵別 ) が､T π ( :"…;
…

) は
Ts * = (:) = 1 Ta" T(s*^=べパ): (Ts1:
{[Z)=Ʃ= 当LZE π)､



定 定義

T
無

:;… ) の 形 の K1階' ) | 無an = o
行列 を Toeptz行例 という {T4 1 φ ECLπ ) } と K で

Q 数列 ( tn ) n εx で定まる
｡

生成 される ( * 環 を

Toeplitz 環 という

D φEC (π) に対して

φ in) : = (φ ix) e-inxdx ( nEN) Q Toepi+z 環は Ts で

生成される C*環
として 以下 の Toepz 行列 を 考 える :

12番目の 定義 ､) Toepli+z環 は

行列環T な 染治燃”!ジ) Q Toepi+z 環 に

↑ 連続関数環
K での 同一視 を という C*環の 2大

かませると C(π) !
具体例 をそなえ持つ
大事 な 例 !
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