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ホモトピー群の間の同型と不変量の間の同型

代数的位相幾何学では，様々な対象を直接調べることが困難であるため，
しばしばホモロジー群やコホモロジー群などの不変量を考える．
その不変量はホモトピー不変性をもつことが多い．

しかし，一般に，より広いクラスの「弱ホモトピー」で不変であるとは
限らない．つまり，ホモトピー群の間の同型を導くときに不変量の間に
同型を導くとは限らない．

本講演では，上記を念頭において weak equivalenceと homotopy

equivalenceとの関係について位相空間，単体的集合，可換環上のコチェ
イン複体に対して考察し，その後，モデル圏の視点で一般化する．
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ホモトピー

定義 (ホモトピー)

X,Y を位相空間とし，f, g : X → Y を連続写像とする．
連続写像H : X × [0, 1] → Y で

∀x ∈ X, H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x)

をみたすものを f から gへのホモトピーとよぶ．f から gへのホモト
ピーが存在するとき，f ' gと表す．

•
y1

•
y0

f

g
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ホモトピー群

In を n次元単位立方体を表す．つまり，In := [0, 1]n とする．
また，Inの境界 ∂Inは少なくとも 1つの成分が 0または 1であるもので構成さ
れる In の部分空間を表す．
X を位相空間とし，xをX の点とする．
このとき，πn(X,x)を連続写像 f : In → X で f(∂In) = {x}を満たすもののホ
モトピー類の集合とする．1

定義 (ホモトピー群)

[f ], [g] ∈ πn(X,x)に対し，以下の演算を定めると群になる．この群をホモト
ピー群とよぶ．

([f ] + [g])(s1, s2, . . . , sn) :=

{
[f ](2s1, s2, . . . , sn) s1 ∈ [0, 1

2 ]

[g](2s1 − 1, s2, . . . , sn) s1 ∈ [ 12 , 1]

1連続写像 f : In/∂In = Sn → X で f({s} = ∂In/∂In) = {x}を満たすもののホモ
トピー類と同等である．
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ホモトピー同値と弱ホモトピー同値

定義 (ホモトピー同値)

X,Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．
連続写像 g : Y → Xが存在し，f ◦ g ' idY , g ◦ f ' idX が成立するとき，
f : X → Y はホモトピー同値であるという．

定義 (弱ホモトピー同値)

X,Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．
任意の nに対し，準同型写像 πn(f) : πn(X) → πn(Y )が同型であるとき，
f : X → Y は弱ホモトピー同値であるという．
命題
連続写像 f はホモトピー同値ならば弱ホモトピー同値である．
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Hawaiian earring

一般に逆は成り立たない．実際に，以下の反例がある．
弱ホモトピー同値であるが，ホモトピー同値ではない例
Hawaiian earringからその CW近似を与える連続写像は弱ホモトピー同値
であるが，ホモトピー同値ではない．
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CW複体

定義 (CW複体)

位相空間X が以下を満たすとき，CW複体という.

(1) X0 をX の離散部分空間とし, 0胞体という.

(2) Xk+1は帰納的に接着写像とよばれる連続写像 (ϕi)i∈Ik :
∐
i∈Ik

Sk →

Xk と包含写像 i :
∐
i∈Ik

Sk ↪→
∐
i∈Ik

Dk+1 の押し出しとして得られる.

∐
i∈Ik

Sk Xk

P.O.

∐
i∈Ik

Dk+1 Xk+1

(φi)i∈Ik

i
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CW複体

(3) X は図式

X0 X1 X2 . . .

の余極限として得られ,弱位相をもつ．つまり，A ⊂ Xは開集合
⇔ 任意の nに対し，A ∩Xn ⊂ Xnは開集合が成立する.

X0 X1 X2 . . .

X ∀A
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Whiteheadの定理

弱ホモトピー同値がホモトピー同値になる十分条件を与えているのが以
下の定理である．
Whiteheadの定理
CW複体の間の連続写像 f は弱ホモトピー同値ならばホモトピー同値で
ある．

証明はここでは省略するが，胞体近似定理を用いると比較的簡単に証明
できる．
完全に余談だが，上記のWhiteheadは J.H.C.Whiteheadであり，
G.W.Whiteheadとは別人である．
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単体的集合の定義

集合と写像のなす圏を Setと表す.

定義 (単体的集合)

n ∈ Nに対し, [n] := {0, 1, 2, · · · , n}を標準的な順序で順序集合とみなす.

n ∈ Nに対して定まる順序集合 [n]と順序を保つ写像のなす圏を simplex

categoryといい, ∆と表す. また,関手∆op →Setを単体的集合という.

つまり,単体的集合は∆上の前層である. この前層圏を sSetと表す．
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単体的ホモトピー

定義 (単体的ホモトピー)

X,Y を単体的集合とし，f, g : X → Y を単体的写像とする．
単体的写像H : X ×∆1 → Y で

∀x ∈ X, H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x)

をみたすものを f から gへの単体的ホモトピーとよぶ．f から gへの単
体的ホモトピーが存在するとき，f ' gと表す．

定義 (単体的ホモトピー同値)

X,Y を単体的集合とし，f : X → Y を単体的写像とする．
単体的写像 g : Y → X が存在し，f ◦ g ' idY , g ◦ f ' idX が成立すると
き，f : X → Y は単体的ホモトピー同値であるという．
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Kan複体の定義
一般の単体的集合では単体的ホモトピーはあまり良く振る舞わない 2の
に対して Kanが導入した Kan複体では良く振る舞う．

定義 (Kan複体)

K は単体的集合であり，任意の n ∈ Nと任意の 0 ≤ i ≤ nと任意の単体
的写像 f : Λn

i → K に対し，以下の図式を可換にする単体的写像
f̃ : ∆n → K が存在するとき Kan複体であるという．

Λn
i K

∆n

f

∃f̃

2例えば，同値関係にならない
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Whiteheadの定理 単体的集合 ver.

ここでは正確に定義はしないが，位相空間と同様に単体的集合でも単体
的弱ホモトピー同値が定義できる．
命題
単体的写像 f は単体的ホモトピー同値ならば単体的弱ホモトピー同値で
ある．

一般に逆は成り立たない．
単体的弱ホモトピー同値が単体的ホモトピー同値になる十分条件を与え
ているのが以下の定理である．
Whiteheadの定理 単体的集合 ver.

Kan複体の間の単体的写像 f は単体的弱ホモトピー同値ならば単体的ホ
モトピー同値である．

証明はここでは省略するが，比較的簡単に証明できる．
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チェインホモトピー

Rを単位的可換環とする．R加群の圏をMod(R)と表し，R加群のコ
チェイン複体の圏をCh(R)と表す．

定義 (チェインホモトピー)

(M,d), (N, ∂)をR加群のコチェイン複体とし，f, g : (M,d) → (N, ∂)を
コチェイン写像とする．R加群の準同型写像の族 (hn : Mn → Nn−1)nで

f − g = ∂ ◦ h+ h ◦ d

をみたすものを f から gへのチェインホモトピーとよぶ．f から gへの
チェインホモトピーが存在するとき，f ' gと表す．
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ホモトピー圏

定義 (チェインホモトピー同値)

M,N をR加群のコチェイン複体とし，f : M → N をコチェイン写像と
する．コチェイン写像 g : N → M が存在し，f ◦ g ' idN , g ◦ f ' idM が
成立するとき，f : M → N はチェインホモトピー同値であるという．

Ch(R)の射集合をチェインホモトピー同値で割って得られるホモトピー
圏をK(Mod(R))と表す．
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導来圏

定義 (擬同型)

R加群のコチェイン複体の間のコチェイン写像 f : M → N は任意の n ∈
Zに対し,コホモロジー上の同型射Hn(f) : Hn(M) → Hn(N)を誘導す
るとき擬同型とよぶ.

命題
コチェイン写像 f はチェインホモトピー同値ならば擬同型である．

一般に逆は成り立たない．
擬同型射はK(Mod(R))上の積閉系を定める.

定義 (導来圏)

導来圏とはK(Mod(R))を擬同型射のなす積閉系で局所化した圏である.
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入射的加群

定義 (入射的加群)

M はR加群であり,任意のR加群N,Lと任意の単射 i : N → Lと任意の
準同型写像 f : N → M に対し,以下の図式を可換にする準同型写像
f̃ : L → M が存在するとき入射的加群であるとよぶ.

N M

L

f

i
∃f̃
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ホモトピー圏と導来圏

命題
Inj(Mod(R))をMod(R)の入射的加群のなす充満部分圏とする．この
とき，以下の圏同値が成立する．

K+(Inj(Mod(R))) ∼= D+(Mod(R))

命題
下に有界な入射的コチェイン複体の間のコチェイン写像 f は擬同型なら
ばチェインホモトピー同値である．
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Mor C

モデル圏を定義する準備をする．
圏 C に対し，C の射を対象とし，f : A → Bと g : C → Dに対し，図式

A C

B D

h

f g

i

を可換にするような射の組 (h, i)を f から gへの射とすることで圏
Mor C が定まる．また，関手

dom : Mor C −→ C codom : Mor C −→ C

∈ ∈ ∈ ∈

f : A → B 7−→ A f : A → B 7−→ B

が存在する．
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レトラクト

定義 (レトラクト)

C を圏とする．図式

A C A

B D B

idA

f g f

idB

が可換であるとき，f は gのレトラクトとよぶ．
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Functorial factorization

定義 (Functorial factorization)

C を圏とする．2つの関手 α, β : Mor C → Mor C が，
dom ◦ α = dom,

codom ◦ β = codom,

codom ◦ α = dom ◦ β,

∀f ∈ Mor C , f = β(f) ◦ α(f)
を満たすとき，(α, β)を functorial factorizationとよぶ．

dom(f) codom(f)

codom ◦ α(f) = dom ◦ β(f)

f

α(f) β(f)

秋桜 Weak equivalence and homotopy equivalence 26 / 43



目次 位相空間における例 単体的集合における例 可換環上のコチェイン複体における例 モデル圏による一般化 参考文献

Functorial factorization

特に，可換図式
A B

C D

f

u v

g

は可換図式

秋桜 Weak equivalence and homotopy equivalence 27 / 43



目次 位相空間における例 単体的集合における例 可換環上のコチェイン複体における例 モデル圏による一般化 参考文献

Functorial factorization

dom ◦ β(f) = codom ◦ α(f)

A B

C D

dom ◦ β(g) = codom ◦ α(g)

β(f)

dom◦β(u,v)=codom◦α(u,v)

α(f)

f

u v

g

α(g) β(g)

を誘導する．
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リフト

定義 (リフト)

C を圏とし，f, gを C の射とする．このとき，可換図式
A X

B Y

i

f g

p

のリフトとは，h ∈ HomC (B,X)で i = h ◦ f と p = g ◦ hを満たすものである．

A X

B Y

i

f g

p

h
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LLPとRLP

定義 (Left lifting property，Right lifting property)

C を圏とし，f, gを C の射とする．このとき，f が gに対し，left lifting
propertyをもつ．または，gが f に対し，right lifting propertyをもつと
は,任意の可換図式

A X

B Y

∀i

f g

∀p

に対し，リフト h ∈ HomC (B,X)が存在することである．
A X

B Y

∀i

f g

∀p

h

秋桜 Weak equivalence and homotopy equivalence 30 / 43



目次 位相空間における例 単体的集合における例 可換環上のコチェイン複体における例 モデル圏による一般化 参考文献

モデル構造

定義 (モデル構造)

C を圏とする. C のモデル構造とは，3つのMor C の部分圏W,Cof,Fib

と 2つの functorial factorization(α, β), (γ, δ)で以下を満たすものである．

2-out-of-3
C の射 f, g が codom f = dom g を満たすとする．このとき，
f, g, g ◦ f のうち少なくとも 2つがWに属しているならば，残り
の 1つもWに属している．

Retracts
f, gを C の射とし，f を gの retractとする．このとき，gがW
に属しているならば f はWに属しており，gが Cofに属してい
るならば f はCofに属しており，gが Fibに属しているならば f
は Fibに属している．
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モデル構造

Lifting
CofとWの両方に属する射 f は Fibに属する射 g に対し，left
lifting propertyをもち，Cofに属する射 f は FibとWの両方に
属する射 gに対し，left lifting propertyをもつ．

A X A X

B Y B Y

f ≀ g f g≀∃h ∃h
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モデル構造

Factorization
任意のC の射 f に対し，α(f)はCofに属する射であり，β(f)は
FibとWの両方に属する射である．また，任意の C の射 f に対
し，γ(f)は CofとWの両方に属する射であり，δ(f)は Fibに
属する射である．

f

α(f)
∼

γ(f)

∼
β(f) δ(f)
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モデル圏

Wに属する射を weak equivalence，Cofに属する射を cofibration，Fibに
属する射は fibration，CofとWの両方に属する C の射を trivial

cofibration，FibとWの両方に属する C の射を trivial fibrationとよぶ．3

定義 (モデル圏)

完備かつ余完備でモデル構造をもつ圏をモデル圏とよぶ．

モデル圏は一般の圏においてホモトピー論を行うための枠組みである．
しかし，同じ圏でも入るモデル圏構造は一意ではない．
重要なのは，状況に合わせて適切なモデル構造を選ぶことである．

3今回はそれぞれ ∼→, ↪→, ↠,
∼
↪→,

∼↠で表す．
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モデル圏の例
例 (TopのQuillenモデル構造)

Topは weak equivalenceを弱ホモトピー同値写像とし，fibrationを Serre
fibrationとし，cofibrationを trivial fibrationに対し left lifting propertyをみたす
連続写像と定めるとモデル圏となる．このモデル構造を Quillenモデル構造と
よぶ．

例 (sSetのKan-Quillenモデル構造)

sSetは weak equivalenceを幾何学的実現関手による像が弱ホモトピー同値写像
になる単体的写像とし，fibrationを Kan fibrationとし，cofibrationを単射と定め
るとモデル圏となる．このモデル構造を Kan-Quillenモデル構造とよぶ.

例 (Ch(R)の入射的モデル構造)

単位的可換環 R上の加群のコチェイン複体のなす圏 Ch(R)は weak equivalence
を擬同型写像とし，cofibrationを単射とし，fibrationを全射かつ fibrantな核を
もつコチェイン写像と定めるとモデル圏となる．このモデル構造を入射的モデ
ル構造とよぶ.
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Cofibrant objectと fibrant object

モデル圏は完備かつ余完備なので始対象 0と終対象 1をもつ.

定義 (Cofibrant object, Fibrant object)

始対象からの射 0 → Aが cofibrationのとき，Aを cofibrant objectとよ
び，終対象への射B → 1が fibrationのとき，Bを fibrant objectとよぶ．

CW複体はTopのQuillenモデル構造における cofibrant objectになり，
Kan複体は sSetのKan-Quillenモデル構造における fibrant objectになり，
下に有界な入射的コチェイン複体は Ch(R)の入射的モデル構造の fibrant

objectになる．
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Cylinder objectとPath object

モデル圏におけるホモトピーは cylinder objectと path objectを用いて定
義される．

定義 (Cylinder object)

C をモデル圏とし，A ∈ C とする．X ∈ C が余積の普遍性から得られる
射 idA

∐
idA : A

∐
A → AをA

∐
A ↪→ X

∼→ Aと分解するとき，cylinder

objectとよぶ.

定義 (Path object)

C をモデル圏とし，A ∈ C とする．X ∈ C が余積の普遍性から得られる
射 idA × idA : A → A×AをA

∼→ X ↠ A×Aと分解するとき，path

objectとよぶ.
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Left homotopyとRight homotopy

定義 (Left homotopy)
C をモデル圏とし，f, g : A → B を C の射とする．A の cylinder object X と C の射 h : X → B
が存在し，以下の図式を可換にするとき，f は g と left homotopic とよび，h を f から g への left
homotopy とよぶ．

X

A
∐

A B

h

f
⨿

g

定義 (Right homotopy)
C をモデル圏とし，f, g : A → B を C の射とする．B の path object X と C の射 h : A → X が
存在し，以下の図式を可換にするとき，f は g と right homotopic とよび，hを f から g への right
homotopy とよぶ．

X

A B ×B

h

f×g
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主定理

domainが cofibrant objectで codomainが fibrant objectのとき，left

homotopyと right homotopyは一致する．このとき，単に homotopyとい
う. また，cofibrantかつ fibrantな objectの間の weak equivalenceは
homotopyで特徴付けできる．
命題
C をモデル圏，A,Bを C の cofibrantかつ fibrantな object，f : A → B
を C の射とする．このとき，
f が weak equivalence

⇐⇒
C の射 g : B → Aが存在し，g ◦ f が idAと homotopicかつ f ◦ gが idB
と homotopic
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証明の概略
f : A → Bが weak equivalenceであるとし，C の射 g : B → Aが存在し，
g ◦ f が idAと homotopicかつ f ◦ gが idB と homotopicであることのみ
示す．Factorizationより分解

A B

X

f

q

∼
p

が存在する．2-out-of-3より p : X → B も weak equivalenceであり，B が
fibrantなので，X も fibrantである．可換図式

A A

X 1

idA

q ∼

p

に対し，Liftingより，リフト r : X → Aが存在する．
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証明の概略

A A

X 1

idA

q ∼ r

p

よって，r ◦ q = idAとなる．一方，X が fibrantかつ qが trivial

cofibrationであるため，全単射
q∗ : [X,X] −→ [A,X]

∈ ∈
[g] 7−→ [g ◦ q]

が得られる．ここで，[A,X]はホモトピーで割った Hom集合である．
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証明の概略
このとき，

q∗([q ◦ r]) = [q ◦ r ◦ q] (Definition of q∗)

= [q] (r ◦ q = idA)

= q∗([idX ]) (Definition of q∗)

となるため，[q ◦ r] = [idX ]である．つまり，q ◦ r ∼ idX である．
よって rは qの homotopy inverse である．同様にして，pの homotopy

inverse sが得られる．このとき，
[f ◦ r ◦ s] = [q ◦ p ◦ r ◦ s]

= [q ◦ s]

= [idB]

であるため，r ◦ s が f の homotopy inverseとなる．
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