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BA周期性

!

・・・ ユニタリー群のホモトピー群に関する定理
（Bot，1957） 現代の数学に大きな影響を与えた.

Guthdied.1957
（代数的）K所

巒が！

!

市！市朗"

後にホモロジー理論の一種_の導入
Grothendieck-Riemann-Roehの定理とBolt周期性を（Atiyah-Hirebmd

） 背景に誕生、様々な分野に発展・応用されている1959.1961
t t

K群導入 コホモロジー理論 （eg、一般コホモロジー、指数定理、作用素環、物性物理et.）

B t 周期性の証明
ー ー

Bolt（1957）・・・ Morse理論を使用

☆Atiyah-Bolt.い K理論の定理として証明
（1964） 球面束上のベクトル束を詳しく調べることによる"初等的証明｛☆Atiyah

11967）・
・・

Fredholm作用素の族の指数を使った証明

（☆）Cnntz11986） ' ' ' Toeplitz環と呼ばれるで環作用素環）を用いた証明

i YBut周期性の証明は他にも色々あるKD今日はこれら
について紹介する.

トポロジーと解析が深く関わる様子が伝われば幸いです.



8ホモトピー群と13は周期性
一 一

Qe. Cと CXに CHOYのちがいは？

※ ※ .
亼穴が空いているか否か

↳ これを数学的に定「學ホモトピ
ー群

o b s e r _ f . S I = 1 z e a l は 1 = I }
X = G o r G''として、X内でS'z一点=1に縮められるかを考える.

A へ 、/縮められる 4

"

^ 原点=0で引っかかって

#$

〇一

一千点" 」

"

？

$

，，

一点=1に縮められない

これは連続写像
f : S ' → x ; e i 0， → e i 0

が
g : S ' → x ; e i 0m I

に連E生醤綦袋したか？ という問題になる.



I

!

［0/1 ］ CR：区間
「生連続写像

f . g i × → Y が ホ モ
た（K）にF(Kt）

な非 i X x I → Y ： 連 続
△磕
［"ば"はは、t.FM，0）=f（水） f=f。mtf,msf，=g| gang, y a i n」が連続的に変形できる

ことをいっている

。 / f = f

薄龍：：
• f28がホモトピックであるとき、 f ュ g u y

or上のobservationの例では

g i s '→ x ; e i 0 m l

に対して
X = c⇒ f = g . c a , Y ） にi × → Y l f：連続 Iとすると

x = c × ⇒ f t g二 はC(X.Y）上の同値関係を定める.

• ［X.Y］にCMY）仁 と定義する

と砂に...........轍
饀..、！！！！
濠"""""ホモトピー類のなす集合

Tia省略する
• た、（X）に IS'，X］ をXの基本一一群という 基本群も正しくは基点をとって

も適切な演算で
f基点を保っホモトピ
ー」で定義する）「丑石化）=1定値写像y=：。群になる

（省略）
など）三五。原点=oを何周す
るか

「○"_硨潡

!$!

「北は回転数は



・基本群はEGY.int？智富な空間に対して基本群
は同じ

• XとYがホモトピー學（X2Y2かく）

言 ヨ f：×→Y，ヨ g : Y→ X 連続写像

a t . gof二 i dx , f o g t i d y
-

!

=が「= 同たった目（XtYとかく）

!%

fi！！？！ 、 g i s ' → ぐ
ど0mで0 i i i t⇒ f 二 g

⇒ で 二 S '
で i

F
⇒ た（ぐ）三 T. IS '）EZ

T f i s '→ S 'の回転数

%

g i s ' → s '
品mcd，た=eiko

⇒ 私の回転数=h

• S"に他、，..、，Kati)EIR"'I x i t . . .txi=11
： n次元球面

。_ホモトピー群も ftp.ennをもつ吐
［た（X）に
IS".X］ をXのに次元ホモトヒーーに群という

I た（RM）=0 ， h ,m a n
o t t

R " 二 行 から分かる

7- ※



Q . た（SM） =？

!

未 解 決 （完全には分かっていない）

UPにとら
o f

（転置共役）

の で（n）に fueMnla）/UM二UUP=f}
i n次ユニタリー群 単位行列

（nxn ユニタリー行列全体）

o r
Bt周期性

❤

TI(Bolt.1957）

［M>E ⇒ 広（um，） 三 ｛Z M:odd)
O ( h i even）

で（n)asで（htt)
oo -in（とりた

T Y

とみて、

Uに無で（n）
とおくと、Bolt周期性は次のようにもかける.

TI(Bolt.1957）

［石に） 三 fZ M:odd)

O ( n i even)



今ベクトル束と1<理論ーー

べ 7束
Xを位相空間として、K=Ro r Gとする

直積 X×K"は各点 x E X に なっKの上にベクトル空間R

ベクトル空間K"が定まっている空間と思える

國"

"

"

が定まっていると思う

→
このようにXの各点にベクトル空間が定れているもの

=ベクトル空1型

直積でないベクトル空間の族もある：

Mobiusの帯

※①

l i f e

#

だ賕，だや！た品

①

#

の違い i

のは（任意の点の近傍で）烈韭？上直n稜上なっている

② は toの近信で100・〇一。 1"'事が々 （直積にならな
い）

位相空間 Eが X上のべり進

"歳" EはX上のベクトル空間の族で、TEXの近傍で直積の形にかける



・ ベクトル束を E → X 2かくことも多い
X上で「束」になっている

|
|嫵たが出た
「"崆畩""が

・ K EXに対応するベクトル空間を
E

"

「延"洎「い
い空間E，、が

E x とかき、 K上のファイル-_-"という 名 KEXの上に

のっているイメージ

ベクトル束𥫣 。_|※※臃ジ外Hausdorff
z，、

① 貼り合わせ：
に 、 u x、 . A " " "

A = S '

X = S '⑦ が だ り に 坳 圏な？下手
球t h y X i l e iO l ea n g

X 二 上 半 球

A=11，-1｝

このとき、

メ、上のベクトル束 E i doinE i n

X z " F i d imF i n

連続写像 4： A → G Ln(k）に1KmK"：線形同型 I
か ら X=X , u X.上のベクトル束（E.4，F） を次の様にして構成できる i

(E，4，F）に E"「気e~f⇐のe=for
E EEx.た尿
が f=鬱
川

。（E，4.Fk=Ex=4にいた
"貼り合わせる"
r u n sE t i f i "豳....灬



巫 X=SI-
X，=fe''01040Eたと、 E =X , X R R E E , E , E R

メ、=1で1た0いた1， F =X z X R _||-
巨 |A =1t .n l 私に、

信（"
t

4 i A → GL、（R）=RIM で貼り合わせ
）で貼
り合わ
せ

た ら /°

!

'

i
fief"信 （E.at）と m と

⇒ （E，4，F） =Mobiusの帯 =Mobius束
（Mobius束という）

y
R た

#

E R

とするとき、丘が.が上半球たが洴
球が竺国人

!

な球では

E =X , X 4， F = X × 4 X = 5 2

をg i s ' → S ' c GL.la）=aHot , h e 2
× 2 = 下手ヨボ = iD -io，→TO t h 回 転

で貼り合わせることで、ベクトル束

Hh：=（E.at） -符号に注意
（Hた（E.9，F） とする流義もある）

が得られる .

Eeioのベクトル re''O'を

"

i i i j i i i iEeio
二Cio s i s

y



•

，
!

たが
#

！。，，

"

だが
"

私が

翣

E → × と F → X に対して

E 三 F
楽E2Fは同相かつ

E）（三尿，らくEX
T線形同型

② 直和とテンソル積 i

ベクトル束 E→X,F→X に対して、直和た-_-の戸とテンソル積に-_-が 三次の様に定める i

• EのF"ご焱Ex

#

た

4-各ファイバーで直和をとる （たが）にExの長
さKntm

だが ドが 姫っ
たr e n t s

k - X . i e x ， と 一 x

• E

%

F"ご焱E，、め
た

。各ファイバーでテンソル積をとる

（EDF），（二Exの尿

だが ドが
m s | 二Khm

k - X . i e x ， と 一 x

←
自らに出た=n

!

た と し た . X，のか=A,
E→x，，たが、E」

"

9非

#!

ただ「M

4：A→GLn K）、 4： A → GLink） とする

• 4

%

4： A → G Lmm(a) j Km（と'i）
⇒ （EのF.4の4，E'のF'）三（E.4.F）の （E！4.F'）

・ 4の 4：A→GLn m K ) j k I t 4に）の4に）

⇒ （E@F.4D4.E'が）三（E.4.F）の（E'.4.F'）



※ %is'→GL,K）；で0mI
これらを使うと

m s H0=5×4 i自明束
（DtxE.4@ot.xxd ) E H'のH'
（l）など、42の4。，xxE ) E H'の H'のパ

が分かり、

% %

た 二 ee

orに，HEt . s nE tw i t a

Et）に、）（嚙を望釗
より

H'のH'のパ 三 H'

%

H'

が成り立つ. m s
貼り合わせ関数の計算でベクトル束の計算ができる

"

③ 外部テンソル積：

ベクトル束 E-）と、 F→

!

に約して、
外部テンソル積E町 → L Y I を

E 畍 が存在！！

%

な

△一には）上のファイバーを E P な とする

として定める

斗南 丨斎
価 旅 が 訒 な

週：



1く理興
以下、特に断わらない限り 1に 42し、 XやYはした？災烈覺な窪高

fたが「半Vet(X）に｛X上のK-
ベクトル束の同型類Y

-
点上のベクトル来 ！x = 1 H

（¥ X=一点 ⇒ Ve t ( x ) E e YE=ベクトル空間 E次元で同型類が決まる声］ くーっ dinE

orちゃんとした構成法があ
る「羊

K(X）

!

" ｛［EI-［F］ 1 ［E］，IFI Erect(X)I （⇒にいた。）
を Xの上通という

（

!

X=一点 ⇒ KM） 三 Z

医前に1 <→雄 -d i ）
（E）.に11，［E'J，［刊 E Vat(X） に対して

が 哳 が 鬥 州 璉 狐 列

※ 研

• （［E］で1）i（にりーげり"=" （Eのだ）-［Eの刊-［FのE'1+［Fの門

= ［（EDE'）のにがり］-［（EDF'）

%

IFDE'II
によりKM）に和と積が定まる

～ > KH） は可換換 （特にアーベル群） となる

K o E X を1つとる.
⇒ I ( x） =0

MX）に｛［E］一区）E KM/ dimEx。一dimた。二Of

"の簡約は一手という 。一例の部分環鋓

#

た 点 ）



51〈理論における13は周期性と妙が13#による証明
ー ー

1く理論における13でも周期性
ー ー

I=［0，1］とするとき、

CXに（XXI）/××toと
をXの錐（くいーーいといい、

" の 懸 垂 館 が 、 ，

%

！

%

/

!

ED
SX：=（XXI）/（xxlol)u(XXIII)

d e s i s t x が ）

"

三 〇で
も

ten回懸垂をとる S S ' s 2

snx：=5発 と定める

血（K理論におけるBolt周期性）
［F（5X)E E(X）

ユニタリー群に対する13は周期性との関係

な -
• 懸垂SXは錐CXを2つ貼り合わせた

ものとみることができる

参

!❤ "

Xtthrrs

❤%

x

|
・ CX上のベクトル束は自明束のみ ←CX：可縮より従うに1点とホモトピー同値）から従う

T直積と同型なベクトル束のこと

n s 4 i X - ） GLuke） によりSX上のベクトル束Egに（c××で、4，Cx x d )
T自明和4で貼り合わせたベクトル末



ファイバーの次元が"
※ y = y ⇒Ey E Ey［竿と

Shall

!

，

mfsがベクトル束の同型
類のなす集合 （ ホモトピックな貼り合わ

せ関数は）同型なベクトル束を定める前、ーっ 劇
orユニタリー群

この対応とホモトピー同値 a n K ) I で（ n） から同型

がいたMSX）
が成り立つ Issn

E s " "

い た（ひには .で］三 Nss"）三 Msm，_（ （h:odd）

（ユニタリー群に約するBut周期性）
BA周期性から

伏州3#による13は周期性の証明
ー ー

「［j||占
筮，。。。

#

！！！！！！

#

御術

#

・ 外部テンソル積により、積 が 三 が 1

KM）×K(Y） - 1 4 × ×Y）
と

（に）. I FI） 1 - ） に1

!

1に IE四F］

が定まる.

• bに［H'I-［竹EMSりくK（5）

は行の三zの生成元になる

。一
bをBA元という

がbいた T.TK2）の任意の元は
n .b (ne2）

の形でかけるということ

• MSX )C K（5×X） とみれる



e
bとの積 KH）→K15×X） がBolt周期性の同型

を m b i

B i T(x）

!

っE15X ）

△-BをBolt写像という

。。今瞿濃型
の

爪を讔な
-

☆ But周期性の証明 → 1 の逆写像の：が154）→呕）を構成すればよい-_-

x s x
observation

T x o . a t ⇒ s x 三 S '

⇐ 点） ⇒ s x z s s . e s 、

兄 と、 一 ・ ・
・
戎

三 f j
→ p :M x ) E Z 一つ E lsX ) E N S ) E Z が 酢

!

：

h i s
がし、Iは）の生成
元

→ の：I15） →EN）三区
がb 1 → ん

と定めればよい

!

EMにおける fleeを求めればよい！

Q . どうやって求めるか？

△、「5上のベクトル束は連続写像4i S'→GLn K）で決まる」 ことを使う

s 2
Dtた

❤

'D-ICS'
s，

一
一一〇-
_-・ 二

!

'Zhi を

ptsで貼り合わせたもの

い ） 5上のベクトル束はEg=（CS'×で、4，cslxd )
Ecs'上の自明束CS'×ビを.4is'-）Ghk）で貼り合わせたもの



「

kに）に I（ 5）

%

Z

いた方くー）IEA+6にいた川

が成り立つことを使って、bの係数NE4）を求めてみる.

. g=aftioti （で4日に（

#

）EG h
la）
）

⇒ Ey = ［パのいいのパ］

= （パ Itい t[HO］

= n（けり

⇒ I E E E 6に .に n

・ 4=4た （私で0）=どた0）

⇒ Eg= Hh E H'のいいのH'

⇒ ［Ey］ =がMoreだが2［H'It（パ］=0inKs2）

=れいりーぽ " " " T

求めたが鉽
= h . b t IH T

" " パ三"悊'_変換関数の計算で
⇒ I E I i k . t l Ee）=1 4

で 変換関数を詳しく調べることで bの件数が分かる
→ sの逆写像 の： I（5X）→EN） を構成できる！！



• Atiyah-BAによる の i NSX） → F(x） の構成.
①5××上のベクトル束は4.is/xX-）GLnK)E1用いて Egの形でかける.

に家）It 4に
② 4をLaurent多項式で 近 似 （Fourier解析におけるFejerの定理の一般化）

4に、K）-）Efmahに）
Zた

③ がをかけてLaurent多項式を多項式に変形
4に、K）→感GeeZh

④ 多項式を線形化

がない .ca,guy

"階線形微分方程式、
4に .x) m Ba）に

"

）+C(x）

（一階連立微分方程式に変形する
ことのアナロジー）

⑤ z I tAの形に帰着 し爕：：：：た
論文では4に、ついで に

"

）t

Aいい 脈）に

"

tea）

を直接）（ ANE G GK））
t⑥ スペクトル分解 （有限次元の）線形写像

にi s AN）のHK1に対応する固有空間には）を
""にとするX上のベクトル束のに，）がa。

対するDunford積分を使う

⑦ K（52×x） - ） K(X）

劇 m が
が

x:F(S2X） - > E(X）
を誘導する.



5たdh作用素の族の指数2A_tiyahkt.EE/_玥 任意のCauchy列が
収束先をもつ

内積が定まっている

Fredhdmiee 。 / （複素）線形空間であって.
H i （複素） Hilbert空間」。

その内積から定ま
るノルムが急進

△ Hilbert空間も無限次元線形空間

・線形写像 T :H t H が有界作用、一基 （有限次元Hilbert
空間もあれば、
Hilbert空間でない無限
次元線形空間もある）

I 州に。斲"恐くa
T Tによるベクトルの伸び率"が有界ということ

e t n T . S EB(H），入EC
• B(H）に IT:H→H i有界作用素Y とする なら）に）に TutS u

⇒ |IT）（v）：=入
Tv
て"BIH）は線形空間

Ker(T）にYUEH Iた=o｝
• TEB(H） に的に

作用素ノルムと""H
THはB(H）上のノルムになる

ZmIT）に1WEH I

#

E H a t ,w = Tv Y

Coker(T）にHhmけ）

はいずれも線形空間

「生
TEB(H） が Fredhdn i［
岩 会（似なく

❤

. dimcake，，。

仏小国信災

"

'

• Fred(H）に ITEBIH）：Fredholm作用素｝ とか、

• T E Fred(H） に対して

Index(T）に dim(Ker(TI）-dim(Cokerけり E Z

をTの指数1in）という

（

!

d mH ⇒ 「TE
BIH）はwww.であり，we察専が仁
が""""himけり）



区にで（N）にKao,a、，い）Eが1遠がく

❤

t.fr20
4-シフト作用素というが iia！！篊..

とすればSee は Fredholm作用素であり、

Index（名に興部-dimlaa -_-た
- /

Lys）にHis'で IS.はは"""" や滋ら焱くり
げ（S）に 1tells'）If=垚入たな｝ ←Hard空間という
P:Hで 15）→H45'） ：直交射影 とする

結 晶 - i i
このとき、fECCS）にHis'→C：連続しに対して合成

だ
が15りいじば）

%"

逖㩳遼，

"

i i j .をTepliceという な 1 -） I

Th(Toephな作用素の指数定理，Gohberg-Kreis，1960）

H：=HIS'）， f E d S'） とする.

H E ) E Gh化）にalot），なasI effa，=私に，=zh
IT回転数

!

た

⇒ Mf( I teZ e） = I tz t h
［⇒
ye

a m ， であり、
⇒ な諐た，彧

"

ezeh

⇒ dim(ker(TH）=h,din(Coker（列=0
N E Tanが.....が I

⇒ Index（な）=h =一（fの回転数）



Fredholm作用素の後の指数

が無限次元がない空間
っ て

x=仏1：一点集合 とする

このとき，

Fred(H） - > Z < 三 - > Ka）
¥ 1->In※T）で［ker（川To kerは1
dim(ker(TI）-dimlaker(TI）

より、IEXEKMEEMEZEHJことができる.

→ これを任意のコンパクトHausdorff空間に一般化する

o r Fred
holm作用素の族といい、1砅ex とかいたりもする

t
T i X t Fred(H）：連続に対して （Fredholm作用素がk

EXでパラメトライズされているとみ
る）

Index(T）に［品、，Karl列 -［金Coker(Tx）） E K(X）
|を
Fredholm作用素の族Tの_指数という と戀鬱だ。簽漐きがな

が味に）H

ker※幽" 呦疒
と、"爽""

（なるとは限ら
ないため

.

に仏と

• 族の指数は群準同型 （Atiyah-Janichの定理）

碇 好

E'実は岶脛に好
I X .FredCHI］ - 7 KM）
前 、 一 つ Index(T)



Atyaht.tt/3at1周期性の証明

一派染器BAの証
明： K15）三 Iに）の2

薊いのた。）〇.b+61列州り
もこの係数を4：S'-）Gale）

から計算することがポイント
4 = 私 or上でやった計算

⇒ （Ey］= f i b +［竹

⇒ のに。）=た =一（私の回転数） = などした。）
一 一

で貼り合わせ関数4is'→GL、（G）
から定まる互 I韭畦喈数e、が任e数eを与えている！

r t こ れ を 4 i s ' × × → G Ln K） に一般化する.

Atiyaht.tt?xiM5X）-FH）の構成
ー ー

① 5×X上のベクトル束は4is'××→Gale） を用いてEgの形でかける.
に家）に4に

し、_， y，

"

，

とすると、合成
より正確にはぐでなく

② x EXに約して， f k (Z ) iS ' → G Ln K） 4で貼り合わせられる

とのテンソル程をとる

「たこ げば）がいい。， a n

i-D

"!

Fiji！上のベ
クトル束のファイバー

は H：=H45）ので 上のFredHm作用素となり、族をもたhexが定まる.
③ K15×x）一つ K(X）

劇 m wilt）
が X:MSX）→E（刈 を誘導する



§で一環の1く理論としなによる証明
ー ー

←
コンパクトHausdorff

C'一環 i BIH）や CA）に CME）

で環の K 理論 i C'？環 A ->アーベル群 KIA)

X： コンパクトHausdorff ⇒ 1 4 巛リミ 14×）
ー ー

A：に環 ⇒ S A にAのCo(IR） ：懸垂
S "A に いい年5A Talk）"="f f E CIS'） IfItにOf

で環のK理論におけるBret周期性：145AIEKIAI_Cuntzt.tt/3も周期性の
証明

ー ー

① To に I T t K I f E GAR），KENHTTンパ外作用素全体i i i .. " i i i i i i
② 任意ので一環Aに約して Atiyahのメの構成

O→Aの NH）→Aの To→Aの GIRI→0 ：完全 f

g o o n
A=Gのとき、fm hh(Tf）に対応

③
khAYI.net?fkhney?fEDTkEfYf→NAのが完全

④ K(Aの允）= K(SCAのか） = 0 を示す
。非可換+無限次元" O→J→A→B→o：完全

ポイント：・Toの性質に帰着 f ! K(J）→KCA）→K(B)i完全

• KIAのNH））E K(H）， K：年完全，K：ホモトピー不変 のみで示せる
一 ） K群の"表示"に依ら
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