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はじめに

この発表では, ZFC より弱い集合論で, 濃度の性質がどこまで成り立つか
について解説します. 次の公理系を Z−−無限公理 と書きます.

• (外延性公理) ∀A∀B((∀x(x ∈ A ⇔ x ∈ B)) ⇒ A = B).

• (分出公理図式) φ(x)を論理式, φ(x)の A, x 以外の自由変数は
w0, . . . , wi−1で, B は φの自由変数でないとする.
∀w0 . . . ∀wi−1∀A∃B∀x(x ∈ B ⇔ x ∈ A ∧ φ(x)).

• (対公理) ∀x∀y∃P(x ∈ P ∧ y ∈ P).

• (和集合公理) ∀A∃U∀y ∈ A ∀x ∈ y x ∈ U.

• (冪集合公理) ∀A∃P∀S((∀x(x ∈ S ⇒ x ∈ A)) ⇒ S ∈ P).

無限公理, 置換公理図式, 選択公理, 基礎の公理は必要がなければ使いま
せん.
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はじめに

目標は Z−−無限公理で次を示すことです.

1 濃度の反対称律:
カントール=シュレーダー=ベルンシュタインの定理.

2 無限の濃度の冪等性:
整列可能な無限集合 Aについて A× A ∼= A.

3 濃度を一段階増やす操作:
ハルトークス関数 A+と順序同型な整列順序H(A)の構成.
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定義の復習
• (部分集合) A ⊆ B :⇔ ∀x ∈ A x ∈ B .
• (内包的記法) 論理式 P(x)について
(∃A∀x(P(x) ⇒ x ∈ A)) ⇒ ∀x(x ∈ {a | P(a)} ⇔ P(x)).
well-defined. 存在は分出公理図式. 一意性は外延性公理.

• (内包的記法) 論理式 P(x)と集合 Aについて
∀x(x ∈ {a ∈ A | P(a)} ⇔ x ∈ A ∧ P(x)).
well-defined. x ∈ A ∧ P(x)なら x ∈ A.

• (空集合) ∀x x ̸∈ ∅.
well-defined. {x | x ̸= x}を考えればよい.

• (共通部分) A \ B := {x ∈ A | x ∈ B}.
• (差集合) A ∩ B := {x ∈ A | x ̸∈ B}.
• (対) {x , y} := {z | z = x ∨ z = y}.

well-defined. 対公理.
• (1点集合) {x} := {x , x}.
• (順序対) ⟨x , y⟩ := {{x}, {x , y}}.
• 0 := ∅.
• 1 := {0}.
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定義の復習

• (和集合)
∪

i∈x i := {z | ∃i ∈ x z ∈ i}.
well-defined. 和集合公理.

• (和集合) A ∪ B :=
∪

i∈{A,B} i .

• (冪集合) P(A) := {x | x ⊂ A}.
well-defined. 冪集合公理.

• (直積) A× B := {z | ∃x ∈ A ∃y ∈ B z = ⟨x , y⟩}.
well-defined. x ∈ A, y ∈ B について {x}, {x , y} ⊆ A ∪ B より
⟨x , y⟩ = {{x}, {x , y}} ⊆ P(A ∪ B). よって ⟨x , y⟩ ∈ P(P(A ∪ B)).

• (直和) A⨿ B := ({0} × A) ∪ ({1} × B).

• xRy :⇔ ⟨x , y⟩ ∈ R .

• (同値類, 始切片)1 [x ](A,R) := {y ∈ A | yRx}.
• (商集合) A/R := {q | ∃x ∈ A q = [x ](A,R)}.

well-defined. x ∈ Aについて [x ](A,R) ⊆ Aより [x ](A,R) ∈ P(A).

1定義を減らしたいのでまとめます.
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定義の復習

• (定義域) dom(f ) := {x | ∃y xfy}.
well-defined. xfy について x ∈

∪
j∈(

∪
i∈f i)

j .

• (像) im(f ) := {y | ∃x xfy}.
well-defined. xfy について y ∈

∪
j∈(

∪
i∈f i)

j .

• (写像) f : A → B :⇔ f ⊆ A× B ∧ ∀x ∈ A ∃!y ∈ B xfy .

• (値) ∀f ∀x((∃!y xfy) ⇒ xf (f (x))).

• (合成) g ◦ f := {w | ∃x∃y∃z(w = ⟨x , z⟩ ∧ xfy ∧ ygz)}.
well-defined. xfy , ygz について ⟨x , z⟩ ∈ dom(f )× im(g).

• (逆関係) f −1 := {z | ∃x∃y(z = ⟨x , y⟩ ∧ yfx)}.
well-defined. yfx について ⟨x , y⟩ ∈ im(f )× dom(f ).

• (恒等写像) idA := {z | ∃x ∈ A z = ⟨x , x⟩}.
well-defined. x ∈ Aについて ⟨x , x⟩ ∈ A× A.
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定義の復習

• f : A → B が単射 :⇔ f : A → B ∧ ∀x , y ∈ A (f (x) = f (y) ⇒ x = y).

• f : A → B が全射 :⇔ f : A → B ∧ ∀y ∈ B (∃x ∈ A y = f (x)).

• (全単射) f : A ∼= B :⇔ f : A → B が全射かつ単射.

• A ≼ B :⇔ ∃f f : A → B は単射.

• A ≺ B :⇔ A ≼ B ∧ B ̸≼ A.

• A ∼= B :⇔ ∃f f : A ∼= B .
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定義の復習

次の定理は「関係や写像の作り方」であって「関係や写像の定義」では
ありません.

定理
1 論理式 P(x , y)について

R := {z | ∃x ∈ A ∃y ∈ B (z = ⟨x , y⟩ ∧ P(x , y))}とおくと
R ⊆ A× B ∧ ∀x ∈ A ∀y ∈ B (xRy ⇔ P(x , y)).

2 論理式 P(x , y)について
f := {z | ∃x ∈ A ∃y ∈ B (z = ⟨x , y⟩ ∧ P(x , y))}とおくと
(∀x ∈ A ∃!y ∈ B P(x , y)) ⇒ (f : A → B ∧ ∀x ∈ A P(x , f (x))).

3 項 F (x)について f := {z | ∃x ∈ A ∃y ∈ B (z = ⟨x , y⟩ ∧ F (x) = y))}
とおくと (∀x ∈ A F (x) ∈ B) ⇒ (f : A → B ∧ ∀x ∈ A F (x) = f (x))).

なお, 代数学などで商集合からの写像を作るときは上記の定理の (2)を
使っています.

8 / 83



定義の復習

• (関係の制限) 集合 R ,Aについて二項関係 R |A ⊆ A×Aを次で定義す
る. x , y ∈ Aについて x(R |A)y :⇔ xRy .

• (制限写像) f |S := {z ∈ f | ∃x ∈ S ∃y z = ⟨x , y⟩}.
f : A → B , S ⊆ Aなら f |S : S → B , ∀x ∈ S f |S(x) = f (x)がわかる.

• (像) f [S ] := im(f |S).
f : A → B , S ⊆ Aなら f [S ] = {y | ∃x ∈ S y = f (x)}がわかる.

• (逆像) f −1[S ] := im(f −1|S).
写像 f : A → B なら f −1[S ] = {x ∈ A | f (x) ∈ S}がわかる.

• (配置集合) map(A,B) := {f | f : A → B}
well-defined. f : A → B なら f ∈ P(A× B).

集合論の基本的な内容は前提知識とします.
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整列順序

濃度を調べるためには, 整列順序が重要です. 整列順序は三分律と, 空で
ない部分集合が最小元をもつ二項関係です.

定義
二項関係<⊆ A× Aについて次をみたすとき (A, <)を整列順序
(well-order)とよぶ.

三分律 ∀x , y ∈ A x < y ∨ x = y ∨ y < x ,

整礎性 ∀S ⊆ A (S ̸= ∅ ⇒ ∃m ∈ S ∀x ∈ S x ̸< m).

10 / 83



整列順序

整列順序は狭義の全順序です.

定理
整列順序 (A, <)について次が成り立つ.

1 (推移律) ∀x , y , z ∈ A (x < y ⇒ y < z ⇒ x < z).

2 (非反射律) ∀x ∈ A x ̸< x .

3 (超限帰納法) 論理式 P(a)について
(∀x ∈ A (∀y ∈ A (y < x ⇒ P(y))) ⇒ P(x)) ⇒ ∀a ∈ A P(a).

4 ∀S ⊆ A (S , < |S)は整列順序.

証明. (1) {x , y , z}に整礎性を使う.
(2) {x}に整礎性を使う.
(3) 背理法. S := {a ∈ A | ¬P(a)}とおいて整礎性を使う.
(4) 整列順序の定義.
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順序保存
順序を保存する写像と順序同型を定義します.

定義
• (順序を保存する写像) f : (A,R) →ord (B , S) :⇔

f : A → B ∧ ∀x , y ∈ A (xRy ⇒ f (x)Sf (y)).

• (順序同型写像) f : (A,R) ∼=ord (B , S) :⇔
f : (A,R) →ord (B , S)∧
∃g : (B , S) →ord (A,R) (g ◦ f = idA ∧ f ◦ g = idB).

• (順序同型) (A,R) ∼=ord (B , S) :⇔ ∃f f : (A,R) ∼=ord (B , S).

定理
集合 A, R , B , S について, 次は同値.

1 f : (A,R) ∼=ord (B , S).

2 f : A ∼= B ∧ ∀x , y ∈ A (xRy ⇔ f (x)Sf (y)).
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順序保存

定理
整列順序 (A, <), (B , <′)と f : (A, <) →ord (B , <′)について次が成り
立つ.

1 f : A → B は単射.

2 ∀x , y ∈ A (f (x) <′ f (y) ⇒ x < y).

証明. 三分律を使う.

定理
整列順序 (A, <), (B , <′)について, 次は同値.

1 f : (A, <) ∼=ord (B , <′).

2 f : (A, <) →ord (B , <′)は全射.
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順序保存

定理
整列順序 (A, <)について次が成り立つ.

1 単射 f : B → Aについて, (B , <′)が整列順序かつ
f : (B , <′) →ord (A, <)となる<′が存在する.

2 全射 f : A → B について, (B , <′)が整列順序かつ
g : (B , <′) →ord (A, <), f ◦ g = idB となる写像 g と<′が存在する.

証明. (1) <′⊆ B × B を次で定義すればよい. a, b ∈ B について

a <′ b :⇔ f (a) < f (b).

(2) g : B → Aを次で定義すればよい. a ∈ B について

g(a) := min(f −1[{a}]).

g は単射より (1)を使う.
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順序保存

定理
整列順序 (A, <)について次が成り立つ.

1 ∀f : (A, <) →ord (A, <) ∀a ∈ A f (x) ̸< x .

2 ∀a ∈ A ¬∃f f : (A, <) →ord ([a](A,<), < |[a](A,<)
).

3 ∀a, b ∈ A (([a](A,<), < |[a](A,<)
) ∼=ord ([b](A,<), < |[b](A,<)

) ⇒ a = b).

4 ∀I ⊆ A (I ̸= A ⇒ (∀x ∈ A ∀y ∈ I (x < y ⇒ x ∈ I )) ⇒
∃a ∈ A I = [a](A,<)).

証明. (1) 超限帰納法.
(2) (1)を使う.
(3) (2)を使う.
(4) 整礎性より A \ I の最小元を aとおく.
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比較可能定理

整列順序のクラスは三分律をみたします.

定理 (Z−−無限公理)整列順序の比較可能定理
整列順序 (A, <), (B , <′)について

(A, <) ∼=ord (B , <′)∨

∃y ∈ B (A, <) ∼=ord ([y ](B,<′), <
′ |[y ](B,<′)

)∨

∃x ∈ A ([x ](A,<), < |[x](A,<)
) ∼=ord (B , <′)).
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比較可能定理
証明. 二項関係 f ⊆ A× B を次で定義する. x ∈ A, y ∈ B について

xfy :⇔ ([x ](A,<), < |[x](A,<)
) ∼=ord ([y ](B,<′), <

′ |[y ](B,<′)
).

次の 4つの補題を示しておく.

1 f : dom(f ) → im(f ).
2 ∀x , y ∈ dom(f ) (x < y ⇒ f (x) <′ f (y)).
3 ∀x ∈ A ∀y ∈ dom(f ) (x < y ⇒ x ∈ dom(f )).
4 ∀x ∈ B ∀y ∈ im(f ) (x <′ y ⇒ x ∈ im(f )).

場合分けして補題を使う.

1 dom(f ) = A, im(f ) = B のとき f : (A, <) ∼=ord (B , <′).
2 dom(f ) = A, im(f ) ̸= B のとき im(f ) = [y ](B,<′)となる y ∈ B が存
在して f : (A, <) ∼=ord ([y ](B,<′), <

′ |[y ](B,<′)
).

3 dom(f ) ̸= A, im(f ) = B のとき dom(f ) = [x ](A,<)となる x ∈ Aが存
在して f : ([x ](A,<), < |[x](A,<)

) ∼=ord (B , <′).

4 dom(f ) ̸= A, im(f ) ̸= B のとき dom(f ) = [x ](A,<), im(f ) = [y ](B,<′)

となる x ∈ A, y ∈ B が存在する. f の定義より xfy . よって
x ∈ dom(f ) = [x ](A,<)となり矛盾.
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順序保存

定義
集合 A, R , B , S について, 順序のクラスの順序≤ordと<ordを次で定義
する.

(A,R) ≤ord (B , S) :⇔ ∃f f : (A,R) →ord (B , S).

(A,R) <ord (B , S) :⇔ (B , S) ̸≤ord (A,R).

このあと定義する順序数を含めて, 等号と不等号は次のように対応してい
ます.

数 集合 整列順序 順序数
A = B A ∼= B A ∼=ord B A = B

A ≤ B A ≼ B A ≤ord B A ⊆ B

A < B A ≺ B A <ord B A ∈ B
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順序保存

定理
集合 A, R , B , S , C , T について, 次が成り立つ.

1 (反射律) (A,R) ≤ord (A,R).

2 (推移律) (A,R) ≤ord (B , S) ⇒ (B , S) ≤ord (C ,T ) ⇒
(A,R) ≤ord (C ,T ).
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順序保存

整列順序のクラスと順序≤ordについて, 同型を除いて整列順序のような
性質をもっています.

定理
整列順序 (A, <), (B , <′)について, 次が成り立つ.

1 (A, <) ≤ord (B , <′) ⇒ A ≼ B .

2 (A, <) <ord (B , <′) ⇔ ∃y ∈ B (A, <) ∼=ord ([y ](B,<′), <
′ |[y ](B,<′)

).

3 (三分律)
(A, <) <ord (B , <′) ∨ (A, <) ∼=ord (B , <′) ∨ (B , <′) <ord (A, <).

4 (線形性) (A, <) ≤ord (B , <′) ∨ (B , <′) ≤ord (A, <).

5 (反対称律)
(A, <) ≤ord (B , <′) ⇒ (B , <′) ≤ord (A, <) ⇒ (A, <) ∼=ord (B , <′).

証明. (2)∼(5) 整列順序の比較可能定理.
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順序保存

定理 (整列順序のクラスの整礎性)

論理式 P(A,R)について

(∃B∃S P(B , S)) ⇒ (∀A∀R(P(A,R) ⇒ (A,R)は整列順序)) ⇒

∃M∃ < (P(M, <) ∧ ∀A∀R(P(A,R) ⇒ (M, <) ≤ord (A,R))).

証明. ∃B∃S P(B , S)とする.
(i) ∀A∀R(P(A,R) ⇒ (B , S) ≤ord (A,R))のとき, B をM, S を<とおけ
ばよい.
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順序保存

(ii) ∃A∃R(P(A,R) ∧ (A,R) <ord (B , S))のとき,

W := {x ∈ B | ∃C∃T (P(C ,T ) ∧ (C ,T ) ∼=ord ([x ](B,S), S |[x](B,S)
))}

とおく. W ⊆ B ,W ̸= ∅と整礎性より ∀x ∈ W x ̸< mとなるm ∈ W が
存在する. W の定義よりm ∈ B かつ
P(M, <), (M, <) ∼=ord ([m](B,S), S |[m](B,S)

)となるM, <が存在する.

よって (M, <) <ord (B , S).
P(A,R)とする. (A,R) <ord (M, <)とすると (A,R) <ord (B , S). よって
(A,R) ∼=ord ([x ](B,S), S |[x](B,S)

)となる x ∈ B が存在する. x ∈ W より
x ̸< m. ゆえに

(M, <) ∼=ord ([m](B,S), S |[m](B,S)
) ≤ord ([x ](B,S), S |[x](B,S)

) ∼=ord (A,R)

となり仮定と矛盾. よって (M, <) ≤ord (A,R).

22 / 83



順序保存

定理 (整列順序のクラスの超限帰納法)

論理式 P(A,R)について

(∀A∀R((A,R)は整列順序⇒

(∀B∀S((B , S)は整列順序⇒ (B , S) <ord (A,R) ⇒ P(B , S)))

⇒ P(A,R))) ⇒

∀A∀R((A,R)は整列順序⇒ P(A,R)).

証明. 背理法. Q(A,R) :⇔ (A,R)は整列順序 ∧ ¬P(A,R)に整列順序のク
ラスの整礎性を使う.
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順序数

順序数は所属関係 ∈が整列順序となる推移的集合のことです.

定義
集合 aが次をみたすとき順序数とよび, a : Onとかく.

三分律 ∀x , y ∈ a (x ∈ y ∨ x = y ∨ y ∈ x),

整礎性 ∀S ⊆ a (S ̸= ∅ ⇒ ∃m ∈ S ∀x ∈ S x ̸∈ m),

推移的集合 ∀x ∈ a ∀y ∈ x y ∈ a.

定義
集合 aの後続者関数 suc(a)を次で定義する.

suc(a) := a ∪ {a}.
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順序数の性質

定理
1 (推移性) ∀a : On ∀x , y , z ∈ a (x ∈ y ⇒ y ∈ z ⇒ x ∈ z).

2 (非反射性) ∀a : On ∀x ∈ a x ̸∈ x .

3 (Onの非反射性) ∀a : On a ̸∈ a.

4 (Onの推移性) ∀a : On ∀b ∈ a b : On.

5 ∀a, b : On a ∩ b : On.

6 ∀a, b : On (a ⊆ b ⇔ a ∈ b ∨ a = b).

7 (Onの三分律) ∀a, b : On (a ∈ b ∨ a = b ∨ b ∈ a).

8 (Onの整礎性) ∀S ̸= ∅ ((∀a ∈ S a : On) ⇒ ∃m ∈ S ∀a ∈ S a ̸∈ m).

9 (順序数全体は真クラス) ¬∃O∀a : On a ∈ O.

10 ∀I :推移的集合 ((∀a ∈ I a : On) ⇒ I : On).

11 0 : On.

12 ∀a : On suc(a) : On.
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順序数の性質

証明. (1) {w ∈ a | w = x ∨ w = y ∨ w = z}に整礎性を使う.
(2) {w ∈ a | w = x}に整礎性を使う.
(3) (1)から明らか.
(4), (5) 順序数の定義.
(6) (⇐) bが推移的集合より明らか. (⇒) b \ a = ∅のとき a = b.
b \ a ̸= ∅のとき bの整礎性より b \ aの最小元mが存在する. 外延性公理
より a = mとなり a = m ∈ b.
(7) (5)より a ∩ b : On. a ∩ b ⊆ a, a ∩ b ⊆ bと (6)より

a ∩ b ∈ a ∨ a ∩ b = a,

a ∩ b ∈ b ∨ a ∩ b = b

となるから 4通りの場合分けをすればよい.
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順序数の性質

(8) 仮定より x ∈ S が存在する.
(i) ∀a ∈ S a ̸∈ x のとき x をmとおけばよい.
(ii) ∃y ∈ S y ∈ x のとき x の整礎性より S ∩ x に最小元mが存在する.
a ∈ S として a, x に (7)を使う.
(9) ∃O∀a : On a ∈ O とすると

O ′ := {a | a : On}

が存在する. (7), (8), (4)よりO ′ : On. よってO ′ ∈ O ′となり (3)と矛盾.
(10) (7), (8)を使う.
(11) 順序数の定義.
(12) (10)を使う.
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順序数の性質

定理
論理式 P(a)について次が成り立つ.

1 (∃b : On P(b)) ⇒ ∃m : On (P(m) ∧ ∀a(P(a) ⇒ a ̸∈ m).

2 (On上の最小元の well-defined)
(∃b : On P(b)) ⇒ ∃!m : On (P(m) ∧ ∀a : On (P(a) ⇒ m ⊆ a).

3 (On上の超限帰納法)
(∀b : On (∀c ∈ b P(c)) ⇒ P(b)) ⇒ ∀a : On P(a).

証明. (1) (i) ∀a(P(a) ⇒ a ̸∈ b)のとき bをmとおけばよい.
(ii) ∃a ∈ b P(a)のとき S := {x ∈ b | P(x)}とおき S の最小元mをとれ
ばよい.
(2) (1)を使う.
(3) 背理法. Q(a) :⇔ ¬P(a)に (1)を使う.
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超限再帰
定義
論理式 P(a, s, y)について, 写像 f の a近似AppP(a, f )を次で定義する.

AppP(a, f ) :⇔ (∃A f : a → A) ∧ ∀x ∈ a P(x , f |x , f (x)).

定理 (近似の制限の一意性)

論理式 P(a, s, y)について, 次が成り立つ.

(∀a : On ∀s((∃A s : a → A) ⇒ ∃!y P(a, s, y))) ⇒

∀a : On ∀b∀f ∀g(a ⊆ b ⇒ AppP(a, f ) ⇒ AppP(b, g) ⇒ g |a = f ).

証明. ∀c ∈ a f (c) = g(c)を a上の超限帰納法で証明する. c ∈ aについて
∀x ∈ c f (x) = g(x)とする. aは推移的集合より c ⊆ a ⊆ b. 超限帰納法
の仮定より f |c = g |c . AppP の仮定より P(c , f |c , f (c)), P(c , g |c , g(c)).
代入して P(c , f |c , g(c)). 仮定の一意性より f (c) = g(c). 超限帰納法より
∀c ∈ a f (c) = g(c). よって g |a = f .
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超限再帰

「公理を使わず, うまく定義できる条件を見つける」ことを, ここから何
度か使います.

定義
論理式 P(a, s, y)について, P が超限再帰をもつことを次で定義する.

∀a : On (∀b ∈ a ∃!f AppP(b, f )) ⇒

∃Y ∀b ∈ a ∃y ∈ Y ∃f (AppP(b, f ) ∧ P(b, f , y)).

置換公理図式を仮定すれば超限帰納法をもつことが証明できます.
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超限再帰

定理 (超限再帰の制限の well-defined)

論理式 P(a, s, y)について, 次が成り立つ.

P が超限再帰をもつ⇒

(∀a : On ∀s((∃A s : a → A) ⇒ ∃!y P(a, s, y))) ⇒ ∀a : On ∃!f AppP(a, f ).
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超限再帰
証明. 超限帰納法で示す. a : On, ∀b ∈ a ∃!f AppP(b, f )とする.
(存在) P が超限再帰をもつから, 超限帰納法の仮定より

∃Y ∀b ∈ a ∃y ∈ Y ∃f (AppP(b, f ) ∧ P(b, f , y)).

仮定から y の一意性がわかる. よって, 次をみたす写像 g : a → Y が存在
する.

∀b ∈ a ∃f (AppP(b, f ) ∧ P(b, f , g(b)).

b ∈ aとするとAppP(b, f ), P(b, f , g(b))となる f が存在する.
f = g |bを示す. c ∈ bとすると P(c , f |c , f (c)). c ∈ b ∈ aより
AppP(c , h),P(c , h, g(c))となる hが存在する. c : On, c ⊆ bと近似の制
限の一意性より f |c = h. P(c , h, f (c)), P(c , h, g(c))と仮定の一意性より
f (c) = g(c) = g |b(c).
よって f = g |bとなり P(b, g |b, g(b)). ゆえにAppP(a, g).
(一意性) AppP(a, g

′)とする. a : On, a ⊆ aと近似の制限の一意性より
g = g |a = g ′.
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超限再帰

定義 (超限再帰)

論理式 P(a, s, y)について, P が超限再帰をもち,

(∀a : On ∀s((∃A s : a → A) ⇒ ∃!y P(a, s, y)))

かつ a : Onとする.

1 (制限) ∃!f AppP(a, f )となるただ 1つの f をRstP(a)と定義する.

2 (超限再帰) ∃!y P(a,RstP(a), y)となるただ 1つの y をRecuP(a)と
定義する.
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超限再帰

定理 (超限再帰の定義の well-defined)

論理式 P(a, s, y)について, 次が成り立つ.

P が超限再帰をもつ⇒

(∀a : On ∀s((∃A s : a → A) ⇒ ∃!y P(a, s, y))) ⇒

∀a : On ∀b ∈ a RecuP(b) = RstP(a)(b).

証明. a : On, b ∈ aより b ⊆ a. 定義より
AppP(a,RstP(a)), AppP(b,RstP(b)). 近似の制限の一意性より
RstP(a)|b = RstP(b).
b ∈ aより P(b,RstP(a)|b,RstP(a)(b)).
P(b,RstP(b),RstP(a)(b)),P(b,RstP(b),RecuP(b))と仮定の一意性より
RecuP(b) = RstP(a)(b).
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無限公理の回避

無限公理が使えないので, 自然数全体Nを構成できません. Nを回避する
ために, 直接, 自然数を定義します.

定義 (Z−−無限公理)

集合 nが次をみたすとき自然数とよび, n : Nと書く.

1 n : On

2 ∀m ∈ suc(n) (m = ∅ ∨ ∃k m = suc(k)).
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無限公理の回避

定理
1 (Nの推移性) ∀n : N ∀m ∈ n m : N.

2 0 : N.

3 ∀n : N suc(n) : N.

4 1 : N.

5 ∀n : N (n = 0 ∨ ∃m : N n = suc(m)).

証明. (1), (2), (3) 自然数の定義.
(4) 1 = {0} = 0 ∪ {0} = suc(0) : N.
(5) n ∈ suc(n)と自然数の定義を使ったあとに (1)を使う.
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無限公理の回避

定理
論理式 P(a)について次が成り立つ.

1 (∃k : N P(k)) ⇒ ∃m : N (P(m) ∧ ∀n(P(n) ⇒ n ̸∈ m).

2 (N上の最小元の well-defined)
(∃k : N P(k)) ⇒ ∃!m : N (P(m) ∧ ∀n : N (P(n) ⇒ m ⊆ n).

3 (N上の数学的帰納法)
(∀m : N (∀k ∈ m P(k)) ⇒ P(m)) ⇒ ∀n : N P(n).

4 (N上の数学的帰納法)
P(0) ⇒ (∀m : N (P(m) ⇒ P(suc(m)))) ⇒ ∀n : N P(n).

証明. (1), (2) Q(n) :⇔ n : N ∧ P(n)とおいて, On版の定理を使う.
(3) Q(n) :⇔ n : N ⇒ P(n)とおいて, On上の超限帰納法を使う.
(4) 自然数が 0か suc(n)の形で書けることと (3)を使う.
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自然数上の再帰

定理 (近似の制限の一意性)

論理式 P(n, s, y)について, 次が成り立つ.

(∀n : N ∀s((∃A s : n → A) ⇒ ∃!y P(n, s, y))) ⇒

∀m : N ∀n∀f ∀g(m ⊆ n ⇒ AppP(m, f ) ⇒ AppP(n, g) ⇒ g |m = f ).

証明. Onの証明と同様.
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自然数上の再帰

Onは超限再帰をもつかの条件がありましたが, 自然数上の再帰はいつで
も定義できます.

定理 (自然数上の再帰の制限の well-defined)

論理式 P(n, s, y)について, 次が成り立つ.

(∀n : N ∀s((∃A s : n → A) ⇒ ∃!y P(n, s, y))) ⇒ ∀n : N ∃!f AppP(n, f ).
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自然数上の再帰

証明. (存在) 数学的帰納法で ∀n : N ∃f AppP(n, f )を示す.
(i) 0 : 0 → 0かつ ∀x ∈ 0 P(x , 0|x , 0(x))よりAppP(0, 0).
(ii) n : N, ∃f AppP(n, f )とする. 定義より f : n → Aとなる Aが存在す
る. 仮定より P(n, f , y)となる y がただ 1つ存在する. f ∪ {⟨n, y⟩}を g と
おく. {⟨n, y⟩} : {n} → {y}より g = f ∪ {⟨n, y⟩} : suc(n) → A ∪ {y}.
x ∈ suc(n)とする.
x ∈ nのとき g |x = f |x , g(x) = f (x)より P(x , g |x , g(x)).
x = nのとき g |x = f , g(x) = y より P(x , g |x , g(x)).
よってAppP(suc(n), g).
(一意性) AppP(n, f ),AppP(n, f

′)とする. n : N, n ⊆ nと近似の制限の一
意性より f = f |n = f ′.
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自然数上の再帰

定義 (自然数上の再帰)

論理式 P(n, s, y)について,

(∀n : N ∀s((∃A s : n → A) ⇒ ∃!y P(n, s, y)))

かつ n : Nとする.

1 (制限) ∃!f AppP(n, f )となるただ 1つの f をRstNP (n)と定義する.

2 (再帰) ∃!y P(n,RstNP (n), y)となるただ 1つの y をRecuNP (n)と定義
する.
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自然数上の再帰

定理 (再帰的定義の well-defined)

論理式 P(n, s, y)について, 次が成り立つ.

(∀n : N ∀s((∃A s : n → A) ⇒ ∃!y P(n, s, y))) ⇒

∀n : N ∀m ∈ n RecuNP (m) = RstNP (n)(m).

証明. Onの証明と同様.
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自然数上の再帰

よく使う再帰の例 (0)

集合 d と項 F (n, s)について P(n, s, y)を次のようにおく.

P(n, s, y) :⇔ n = 0 ∧ y = d ∨ ∃m : N (n = suc(m) ∧ y = F (n, s(m))).

このとき自然数上の再帰の仮定

∀n : N ∀s((∃A s : n → A) ⇒ ∃!y P(n, s, y))

をみたすため, 再帰的に定義できる. 計算すると次が証明できる.

• RecuNP (0) = d ,

• ∀n : N RecuNP (suc(n)) = F (n,RecuNP (n)).

よってN上に通常のたし算, かけ算, 冪が再帰的に定義できる.
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数と再帰的定義の注意
• 数学的帰納法と再帰的定義は別の概念です.
• 再帰的定義をするときは well-defined を確かめてください.
• 無限公理なしで, 整数のクラス Zを定義できます.

n : Z :⇔ n : N ∨ ∃m : N (n = ⟨m, 0⟩ ∧m ̸= 0).

頑張って Z上の剰余modZと最小公倍数 gcdZを定義すると, 有理数
のクラスQが定義できます.

q : Q :⇔ q : Z ∨ ∃m : Z ∃n : N

(q = ⟨m, n⟩ ∧ gcdZ(m, n) = 1 ∧ n ̸= 0 ∧m modZn ̸= 0).

• 無限公理を仮定した場合, 自然数全体の集合を N := {n | n : N}と定
義できます. さらに, 通常の部分集合⊆の意味で
N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ Cとなるように定義できます. 概要を述べると,
演算や関係を保存する単射 i : A → Bについて A∩ (B \ im(i)) ̸= ∅を
みたすなら B ′ := A ∪ (B \ im(i))として, B ′に B の演算や関係のコ
ピーを作れば A ⊆ B ′とできます.
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自然数上の再帰

よく使う再帰の例 (1)

集合 d , eと項 F (n, s)について P(n, s, y)を次のようにおく.

P(n, s, y) :⇔ n = 0 ∧ y = d ∨ n = 1 ∧ y = e∨

∃m : N (n = suc(m) ∧m ̸= 0 ∧ y = F (n, s(m))).

このとき自然数上の再帰の仮定

∀n : N ∀s((∃A s : n → A) ⇒ ∃!y P(n, s, y))

をみたすため, 再帰的に定義できる. 計算すると次が証明できる.

• RecuNP (0) = d ,

• RecuNP (1) = e,

• ∀n : N (n ̸= 0 ⇒ RecuNP (suc(n)) = F (n,RecuNP (n))).
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自然数上の再帰

定義
集合 R と n : Nについて合成の冪 Rnを再帰的に定義する.

• R0 := iddom(R),

• R1 := R ,

• ∀n : N (n ̸= 0 ⇒ Rsuc(n) := R ◦ Rn).

たとえば, R が二項関係のときは 1以上の自然数を使います. 今回は話し
ませんが, ここから無限公理を使わず, 推移閉包を定義できます.
写像の冪をこのあと使います.

定理
集合 Aと写像 f : A → Aについて次が成り立つ.

1 f 0 = idA.

2 ∀n : N f suc(n) = f ◦ f n.
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カントール=シュレーダー=ベルンシュタインの定理

単射の存在≼は弱い反対称律をみたします.

定理
1 ∀A∀B ⊆ A (A ≼ B ⇒ A ∼= B).

2 (カントール=シュレーダー=ベルンシュタインの定理)
∀A ∀B(A ≼ B ⇒ B ≼ A ⇒ A ∼= B).

以下, CSB と省略します.
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カントール=シュレーダー=ベルンシュタインの定理

比較のために, まず無限公理を仮定した公理系 Z−で証明します.
Z−上の証明. (1) 単射 f : A → B について集合 C ,D を次のようにおく.

C :=
∪
n∈N

(f n[A] \ f n[B]),

D :=
∪
n∈N

(f n[B] \ f n+1[A]) ∪
∩
n∈N

f n[A].

数学的帰納法を使うと
A = C ∪ D, B = f [C ] ∪ D, C ∩ D = ∅, f [C ] ∩ D = ∅がわかる.
f |C : C ∼= f [C ], idD : D ∼= D より (f |C ) ∪ idD : C ∪ D ∼= f [C ] ∪ D. よって
A = C ∪ D ∼= f [C ] ∪ D = B .
(2) 仮定より単射 f : A → B が存在する. im(f ) ⊆ B ,B ≼ A ∼= im(f )と
(1)より A ∼= im(f ) ∼= B .
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カントール=シュレーダー=ベルンシュタインの定理

CSB の証明で無限公理が必要だったのは C ,D の構成だけです. この
C ,D を N,+を使わない形に変形すれば無限公理を外せます.

定理 (Z−−無限公理)

集合 Aと B ⊆ A, 単射 f : A → B について

C := {y | ∃n : N ((∃x ∈ A f n(x) = y) ∧ ¬∃x ∈ B f n(x) = y)},

D := {y | (∃n : N ((∃x ∈ B f n(x) = y) ∧ ¬∃x ∈ A f suc(n)(x) = y))∨

∀n : N ∃x ∈ A f n(x) = y}

とおくと A = C ∪ D, B = f [C ] ∪ D, C ∩ D = ∅, f [C ] ∩ D = ∅.

証明. 数学的帰納法.
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カントール=シュレーダー=ベルンシュタインの定理
以降は, 無限公理を仮定したときの証明と同じです.

定理 (Z−−無限公理)

1 【再掲】 ∀A∀B ⊆ A (A ≼ B ⇒ A ∼= B).

2 【再掲】(CSB) ∀A ∀B(A ≼ B ⇒ B ≼ A ⇒ A ∼= B).

3 (カントールの対角線論法)
∀A∀B∀f : A → B {x ∈ A | x ̸∈ f (x)} ̸∈ im(f ).

4 (カントールの定理) ∀A A ≺ P(A).

証明. (1), (2) 略.
(3) D := {x ∈ A | x ̸∈ f (x)}とおく. D ∈ im(f )とすると D = f (x)とな
る x ∈ Aが存在する. x ∈ f (x)とすると x ∈ f (x) = D より x ̸∈ f (x)とな
り矛盾. よって x ̸∈ f (x)となり x ∈ D = f (x)と矛盾.
(4) 写像 i : A → P(A)を i(x) := {x} と定義する. i は単射より A ≼ (A).
P(A) ≼ Aとすると CSB より A ∼= P(A). よって全単射 f : A ∼= P(A)が
存在する. {x ∈ A | x ̸∈ f (x)} ∈ P(A) = im(f )となりカントールの対角線
論法より矛盾.
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有限集合

無限公理を使わずに, 有限集合と無限集合が定義できます.

定義 (Z−−無限公理)

集合 Aが次をみたすとき Aを有限集合とよぶ.

A :有限集合 :⇔ ∃n : N A ∼= n.

定義 (Z−−無限公理)

集合 Aが次をみたすとき Aを無限集合とよぶ.

A :無限集合 :⇔ ¬A :有限集合.
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有限集合
有限集合の帰納法が成り立つので, 多くの有限集合の性質が示せます.

定理 (Z−−無限公理) (有限集合の帰納法)

論理式 P(A)について次が成り立つ.

P(∅) ⇒ (∀B :有限集合 ∀a ̸∈ B (P(a) ⇒ P(B ∪ {a}))) ⇒

∀A :有限集合 P(A).

証明. 数学的帰納法で次を示せばよい.

∀n : N ∀A∀f : n ∼= A P(A).

(i) f : 0 ∼= Aとすると A = ∅. 仮定より P(A).
(ii) n : N, ∀A∀f : n ∼= A P(A)とする. 集合 B について g : suc(n) ∼= B と
する. g |n : n ∼= B \ {f (n)}より B \ {f (n)}は有限集合かつ P(B \ {f (n)}).
仮定より P((B \ {f (n)}) ∪ {f (n)}). よって P(B).
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整列可能

定義
集合 Aについて (A, <)が整列順序となる<が存在するとき, 整列可能と
よぶ.

定義
整列順序 (A, <)について, 後続者関数
suc(A,<) : {a | a ∈ A ∧ ∃b ∈ A a < b} → Aを次で定義する.

a < suc(A,<)(a) ∧ ∀b ∈ A (a < b ⇒ b ̸< suc(A,<)(a)).

well-defined. 整列順序の整礎性.
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整列可能
定理
無限集合 Aが整列可能なら, 集合 pについて A⨿ {p} ∼= A.

証明. 仮定より (A, <)が整列順序となる<が存在する. Aは無限集合よ
り A ̸= ∅. 整礎性より ∀a ∈ A a ̸< oとなる o ∈ Aが存在する.
N := {n | n ∈ A ∧ [n](A,<)は有限集合 }とおくと, 次が証明できる.

o ∈ N, ∀n ∈ N suc(A,<)(n) ∈ N.

よって全単射 f : A ∼= A \ {o}を次で定義できる.

f (a) :=

{
suc(A,<)(a) (a ∈ N)

a (a ∈ A \ N).

ゆえに
A⨿ {p} ∼= (A \ {o})⨿ {o} ∼= (A \ {o}) ∪ {o} = A.

54 / 83



基数的

基数を一般化します.

定義
整列順序 (A, <)が次をみたすとき (A, <)は基数的とよぶ.

∀a ∈ A A ̸≼ [a](A,<).

定理
整列順序 (A, <)について次は同値.

1 (A, <)は基数的.

2 ∀B∀ <′ ((B , <′) :整列順序⇒ (B , <′) <ord (A, <) ⇒ A ̸≼ B).
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極限整列順序
このあと, 最大元が存在しない整列順序を使います.

定義
整列順序 (A, <)が次をみたすとき極限整列順序とよぶ.

1 A ̸= ∅,
2 ∀x ∈ A ∃y ∈ A x < y .

定理
基数的な無限整列順序 (A, <)は極限整列順序.

証明. Aは無限集合より A ̸= ∅.
背理法で示す. ∃m ∈ A ∃y ∈ A m ̸< y とすると [m](A,<)は整列可能な無
限集合. よって

A = [m](A,<) ∪ {m} ∼= [m](A,<) ⨿ {m} ∼= [m](A,<)

となり基数的であることと矛盾.
56 / 83



無限集合の直積

定義
整列順序 (A, <)について二項関係<×⊆ (A× A)× (A× A)を次で定義
する.
w , x , y , z ∈ Aについて

⟨w , x⟩ <× ⟨y , z⟩ :⇔

max{w , x} < max{y , z}∨

max{w , x} = max{y , z} ∧ (w < y ∨ w = y ∧ x < z).
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無限集合の直積

定理 (Z−−無限公理)

整列順序 (A, <)について (A× A, <×)は整列順序.

(三分律) <×の定義.
(整礎性) S ⊆ A× A, S ̸= ∅とする.

S0 := {z ∈ A | ∃x∃y(⟨x , y⟩ ∈ S ∧max{x , y} = z)}

とおいて S0の最小元m0をとる.

S1 := {x ∈ A | ∃y(⟨x , y⟩ ∈ S ∧m0 = max{x , y})}

とおいて S1の最小元m1をとる.

S2 := {y ∈ A | (⟨m1, y⟩ ∈ S , m0 = max{m1, y})}

とおいて S2の最小元m2をとる. ⟨m1,m2⟩が S の最小元.
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無限集合の直積

次の定理は重要です.

定理 (Z−−無限公理)

基数的な無限整列順序 (A, <)について (A× A, <×) ∼=ord (A, <).

証明. 整列順序のクラスの超限帰納法で証明する. (A, <)と (A× A, <×)
は整列順序より, 整列順序の比較可能定理を使う.
(i) (A× A, <×) <ord (A, <)のとき, (A, <)は基数的より A ̸≼ A× Aとな
り, A ≼ A× Aと矛盾.
(ii) (A, <) <ord (A× A, <×)のとき,
(A, <) ∼=ord ([⟨x , y⟩](A×A,<×), <× |[⟨x ,y⟩](A×A,<×)

)となる x , y ∈ Aが存在
する.
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無限集合の直積

(A, <)は極限整列順序より suc(A,<)(max{x , y}) ∈ A.
B := [suc(A,<)(max{x , y})](A,<)とおく.
⟨w , z⟩ ∈ [⟨x , y⟩](A×A,<×)とすると

max{w , z} < max{x , y}∨max{w , z} = max{x , y}∧(w < x∨w = x∧z < y).

よって

w , z ≤ max{w , z} ≤ max{x , y} < suc(A,<)(max{x , y})

より w , z ∈ [suc(A,<)(max{x , y})](A,<) = B . ゆえに

A ∼= [⟨x , y⟩](A×A,<×) ⊆ B × B .
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無限集合の直積

(A, <)は基数的より A ̸≼ B .
B × B ∼= B を示す.
B が有限集合とすると, A ≼ B × B より Aは有限集合となり仮定と矛盾.
よって B は無限集合.
B ⊆ Aより B は整列可能. よって B に基数的な整列順序<′が存在する.
(A, <) ≤ord (B , <′)とすると A ≼ B となり A ̸≼ B と矛盾. よって
(B , <′) <ord (A, <).
帰納法の仮定より (B × B , <′

×)
∼=ord (B , <′). よって A ≼ B × B ∼= B と

なり A ̸≼ B と矛盾.
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無限集合の直積

定理 (Z−−無限公理)

整列可能な無限集合 Aについて次が成り立つ.

1 A× A ∼= A.

2 A⨿ A ∼= A.

3 ∀B ̸= ∅ (B ≼ A ⇒ A× B ∼= A).

4 ∀B ≼ A A⨿ B ∼= A.
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ハルトークス集合

ハルトークス関数 A+と順序同型な整列順序H(A)を構成します.

定義
集合 Aについて, 集合WAと二項関係∼A⊆ WA ×WAを次で定義する.

WA := {z | ∃B ⊆ A ∃R(z = ⟨B ,R⟩ ∧ (B ,R)は整列順序)},

⟨B ,R⟩ ∼A ⟨C , S⟩ :⇔ (B ,R) ∼=ord (C , S).

WAの well-defined は P(A)× P(A× A)を使えばよい.

定理
集合 Aについて (WA,∼A)は同値関係.

証明. 順序同型の性質.

63 / 83



ハルトークス集合

定義
集合 Aについて, 集合H(A)と二項関係<H(A)⊆ H(A)×H(A)を次で定義
する.

H(A) := WA/ ∼A,

[⟨B ,R⟩](WA,∼A) <H(A) [⟨C , S⟩](WA,∼A) :⇔ (B ,R) <ord (C , S).

ここでは, H(A)をハルトークス集合とよぶことにする.

<H(A)の well-defined は順序同型と≤ordの性質を使えばよい.
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ハルトークス集合

定理 (Z−−無限公理)

集合 Aについて, 次が成り立つ.

1 (H(A), <H(A))は整列順序.

2 B ⊆ Aと整列順序 (B , <)について

(B , <) ∼=ord

([[⟨B , <⟩](WA,∼A)](H(A),<H(A)), <H(A) |[[⟨B,<⟩](WA,∼A)](H(A),<H(A))
).

3 H(A) ̸≼ A.

4 整列順序 (B , <)について

(B , <) <ord (H(A), <H(A)) ⇔

∃C ⊆ A ∃R((C ,R) :整列順序 ∧ (C ,R) ∼=ord (B , <)).
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ハルトークス集合

定理 (続き)

5 整列順序 (B , <)について (B , <) <ord (H(A), <H(A)) ⇔ B ≼ A.

6 整列可能な B について B ̸≼ AならH(A) ≼ B .

7 (H(A), <H(A))は基数的.
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ハルトークス集合
証明. (1) 三分律は ̸≤ordの三分律を使う. 整礎性は S ⊆ H(A), S ̸= ∅につ
いて

P(B , <) :⇔ (B , <)は整列順序 ∧ B ⊆ A ∧ [⟨B , <⟩](WA,∼A) ∈ S

とおいて, P(B , <)に整列順序のクラスの整礎性を使う.
(2) 順序同型 f : B → [[⟨B , <⟩](WA,∼A)](H(A),<H(A))を次で定義すればよい.

a ∈ B について
f (a) := [⟨[a](B,<), < |[a](B,<)

⟩](WA,∼A).

(3) H(A) ≼ Aとすると f : (H(A), <H(A)) ∼=ord (im(f ), <)かつ (im(f ), <)
が整列順序となる f , <が存在する. (2)より

(H(A), <H(A)) ∼=ord (im(f ), <) ∼=ord

([[⟨im(f ), <⟩](WA,∼A)](H(A),<H(A)), <H(A) |[[⟨im(f ),<⟩](WA,∼A)](H(A),<H(A))
)

となり矛盾.
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ハルトークス集合

(4) (⇒) (2)を使う. (⇐) (3)を使う.
(5) (4)を使う.
(6) <ordの三分律のあとに (5)を使う.
(7) (3)と (5)を使う.
まとめると, Aへの単射が存在しない最小の整列可能な集合がH(A)です.
濃度の反対称律 (CSB), 無限の濃度の冪等性, 濃度を一段階増やす操作
H(A)ができるようになりました. ここから, 濃度について多くのことが
わかります.
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整列可能

定理
集合 Aについて, 次が成り立つ.

1 Aは整列可能⇔ A ≼ H(A).

2 Aは有限集合⇒ A ≼ H(A).

3 Aは無限集合⇒ H(A)×H(A) ∼= H(A).

4 Aは無限集合⇒ H(A)⨿H(A) ∼= H(A).

証明. (1) (⇒) 仮定より (A, <)が整列順序となる<が存在する.
(i) (H(A), <H(A)) ≤ord (A, <)のとき, H(A) ≼ AとなりH(A) ̸≼ Aと矛盾.
(ii) (A, <) ≤ord (H(A), <H(A))のとき, A ≼ H(A).
(⇒) (H(A), <H(A))は整列順序かつ, 単射 f : A → H(A)が存在するから A
は整列可能.
(2) Aは有限集合より整列可能. (1)より A ≼ H(A).
(3)と (4) H(A)は無限集合かつ整列可能よりわかる.
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整列可能

定理
無限集合 Aについて, 次は同値.

1 Aは整列可能.

2 A×H(A) ∼= H(A).

3 A⨿H(A) ∼= H(A).

4 A⨿H(A) ∼= A×H(A).
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選択公理

定理 (Z−−無限公理)

次は同値.

1 選択公理.

2 (整列可能定理) すべての集合は整列可能.

3 (比較可能定理) ∀A∀B(A ≼ B ∨ B ≼ A).

4 ∀A :無限集合 A× A ∼= A.
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選択公理

証明. (1)⇔(2) 略.
(2)⇒(3) 集合 A, B について, 仮定より (A, <), (B , <′)が整列順序となる
<, <′が存在する. ≤ordの線形性より
(A, <) ≤ord (B , <′) ∨ (B , <′) ≤ord (A, <). よって A ≼ B ∨ B ≼ A.
(3)⇒(2) 集合 Aについて, 仮定より A ≼ H(A) ∨H(A) ≼ A. H(A) ̸≼ Aよ
り A ≼ H(A). よって Aは整列可能.
(2)⇒(4) 集合 Aは整列可能な無限集合より A× A ∼= A.
(4)⇒(2) 集合 Aについて Aが有限集合のときは明らか. Aが無限集合の
とき

A⨿H(A) ≼ A×H(A) ≼ (A⨿H(A))× (A⨿H(A)) ∼= A⨿H(A).

よって A⨿H(A) ∼= A×H(A)より Aは整列可能.
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まとめ

公理を減らしてなにが嬉しいのか?

• 一般化できた.

• 普通の数学で出番が少ない置換公理図式, 基礎の公理を使わなくて
も, 多くの濃度の性質が示せる.

• もしも運悪く ZFC が矛盾して, その原因が無限公理や置換公理図式
にあったとしても, 今回の内容ならあまり気にしなくていい.
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濃度

定義
1 (濃度をもつ) Aが濃度をもつ :⇔ ∃a : On A ∼= a.

2 Aが濃度をもつとき, Aの濃度 |A|を次で定義する.

|A| : On ∧ A ∼= |A| ∧ ∀a : On (A ∼= a ⇒ |A| ⊆ a).

3 (基数) a : Cn :⇔ a : On ∧ ∀b ∈ a a ̸≼ b.

4 (所属関係の制限) ∈a⊆ a× aを次で定義する.

x ∈a y :⇔ x ∈ y .
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濃度

定理
1 a : Onなら (a,∈a)は整列順序.

2 (順序同型な順序数と順序同型は一意)
∀a, b : On ∀f : (a,∈a) ∼=ord (b,∈b) (f = ida ∧ a = b).

3 有限集合 Aは濃度をもつ.

4 a : Onは濃度をもつ.

5 a, b : Onについて a ⨿ b, a× bは濃度をもつ.

6 a : On, n : Nについてmap(n, a)は濃度をもつ.

証明. (1), (3), (4) 定義から明らか.
(2) 超限帰納法で ∀x ∈ a f (x) = x を示せばよい.
(5) a, b : Nのとき自然数のたし算とかけ算を使う. aか bが無限集合のと
き, a, bが整列可能であることを使う.
(6) a : Nのとき自然数の冪を使う. aが無限集合のときは nについての帰
納法.
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濃度

定理
1 Aが濃度をもつなら |A| : Cn.
2 A, B が濃度をもつなら A ∼= B ⇔ |A| = |B |.
3 A, B が濃度をもつなら A ≼ B ⇔ |A| ⊆ |B |.
4 A, B が濃度をもつなら A ≺ B ⇔ |A| ∈ |B |.

証明. 順序数の性質と濃度の定義.
(1)から, 基数の演算を定義するのが自然に思える.

定義
1 (基数のたし算) a, b : Cnについて a+Cn b := |a ⨿ b|.
2 (基数のかけ算) a, b : Cnについて a×Cn b := |a× b|.
3 (基数の冪) a, b : Cnについてmap(b, a)が濃度もつとき

abCn := |map(b, a)|.
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濃度

基数のたし算, かけ算は基数について閉じていて, 結合法則, 可換法則, 分
配法則, 順序⊆の保存などの普通の数のような性質が成り立ちます.
a, bが無限基数のとき a+Cn b = a×Cn b = max{a, b}になります. つま
り, たし算とかけ算は, 有限のときの方が複雑で, 無限のときは大小だけ
考えればよくて簡単です.
一方, 基数の冪は, 濃度をもてば普通の数のように計算できます. ただし,
濃度をもつかどうかは選択公理なしでは難しい問題です.

定理 (Z−−無限公理)

1 集合 Aが濃度をもつなら Aは整列可能.

2 (∀A Aが濃度をもつ) ⇒ 選択公理.

証明. (1) 定義より A ∼= aとなる a : Onが存在する. aは整列可能より A
は整列可能.
(2) (1)からわかる.
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濃度

疑問
1 整列可能なら濃度をもつか?

2 選択公理⇒ ∀A Aが濃度をもつ?

答え: 置換公理図式を仮定すると証明できる.

疑問 (Z−−無限公理)

整列可能なら濃度をもつような条件はなにか?

答え: 順序型をもつ.
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順序型
定義
整列順序 (A, <)について次のように定義する.

1 (良性な要素)
good(A, <) := {a ∈ A | ∃t : On ([a](A,<), < |[a](A,<)

) ∼=ord (t,∈t)}.
2 (A, <)が順序型をもつ :⇔ ∃I∀a ∈ good(A, <) ∃t ∈ I

(t : On ∧ ([a](A,<), < |[a](A,<)
) ∼=ord (t,∈t)).

3 (順序型)
type(A, <) := {t | t : On ∧ ∃a ∈ A ([a](A,<), < |[a](A,<)

) ∼=ord (t,∈t)}.

定理 (Z−−無限公理) (順序型の well-defined)

整列順序 (A, <)が順序型をもつなら次が成り立つ.

• type(A, <) : On.

• (A, <) ∼=ord (type(A, <),∈type(A,<)).

• ∀t : On ((A, <) ∼=ord (t,∈t) ⇒ t = type(A, <)).
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順序型
証明の概要. 順序同型な順序数は一意より

∀a ∈ good(A, <) ∀t, u : On (([a](A,<), < |[a](A,<)
) ∼=ord (t,∈t) ⇒

([a](A,<), < |[a](A,<)
) ∼=ord (u,∈u) ⇒ t = u). (1)

(1)と (A, <)が順序型をもつことより

∀a ∈ good(A, <) ∃!t ∈ I (t : On ∧ ([a](A,<), < |[a](A,<)
) ∼=ord (t,∈t))

となる集合 I が存在する. よって写像 f : good(A, <) → I を次のように定
義できる. a ∈ good(A, <)について

f (a) : On, ([a](A,<), < |[a](A,<)
) ∼=ord (f (a),∈f (a)).

(1)より type(A, <)が定義できて im(f ) = type(A, <).
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順序型

がんばって次を示す.

∀a ∈ good(A, <) ∀b ∈ [a](A,<) (b ∈ good(A, <)∧

∃h : ([a](A,<), < |[a](A,<)
) ∼=ord (f (a),∈f (a)) h(b) = f (b)).

ここから im(f )がOnの切片かつ推移的集合であることが示せて
im(f ) : On.
さらに f : (good(A, <), < |good(A,<)) ∼=ord (im(f ),∈im(f ))もわかる.
A \ good(A, <) ̸= ∅すると整礎性から矛盾が示せて good(A, <) = A.
よって (A, <) ∼=ord (im(f ),∈im(f )).
(一意性) 順序同型な順序数は一意からわかる.
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順序型

定理 (Z−−無限公理)

整列順序 (A, <)について次は同値.

1 (A, <)が順序型をもつ.

2 ∃t : On (A, <) ≤ord (t,∈t).

証明. (1)→(2) 順序型の well-defined から明らか.
(2)→(1) t を順序型をもつことの定義内の I とおけばよい.

定理 (Z−−無限公理)

集合 Aについて次は同値.

1 Aが濃度をもつ.

2 (A, <)が順序型をもつ整列順序となる<が存在する.

よって, すべての集合に濃度を定義するには, 置換公理図式と選択公理が
必要になります.
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