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約束事

Nは正の整数全体の集合とする. 0 /∈ Nである.

Pは素数全体の集合とする.

n,m ∈ Zに対して, n | m def⇐⇒ (n) ⊃ (m).
n | mでないとき, n ∤ mとかく.

何もいわなくても pは素数を表すものとする.

環や体の集合を扱う際は, 同型の違いを除いて考えているものと
する.

有限集合 S に対して, #S :=
∑
s∈S

1. すなわち, S の元の個数を表す.

集合 S に対して, 1S で S の指示関数を表す.

スライド (ホームページ)

山田 達也 (神戸大学) 2 次体はどのくらい存在するのか？ 2026/10/11 2 / 40



目次

1 導入

2 代数体の判別式の定義

3 2次体のパラメータ付け

4 包除原理

5 Theorem 1の証明

6 まとめ

山田 達也 (神戸大学) 2 次体はどのくらい存在するのか？ 2026/10/11 3 / 40



目次

1 導入

2 代数体の判別式の定義

3 2次体のパラメータ付け

4 包除原理

5 Theorem 1の証明

6 まとめ

山田 達也 (神戸大学) 2 次体はどのくらい存在するのか？ 2026/10/11 4 / 40



代数体, n次体とは

環準同型Q −→ F が存在するような体 F をQの拡大体という.
このとき, Q −→ F は単射で, 一意である.
Qの拡大体 F は, 一意的な単射環準同型Q −→ F によってQ ⊆ F と考え
てよい.

Qの拡大体 F は, r · x := rx (r ∈ Q, x ∈ F ) によりQ-ベクトル空間に
なる.

dimQ F < ∞であるQの拡大体 F を代数体という.
n ∈ Nに対して, dimQ F = nであるQの拡大体 F を n次体という.

代数体は整数論においてとても重要な対象である.
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例

RはQの拡大体である. dimQR = ∞であるから Rは代数体ではない.

θを X 3 = 10となる唯 1つの実数 X とすると,
K :=

{
a+ bθ + cθ2

∣∣ a, b, c ∈ Q
}はQの拡大体である. 1, θ, θ2は K の

Q-基底となるので, dimQ K = 3で 3次体である.
X 7−→ θとする (θを代入する)環準同型Q[X ] −→ Rで準同型定理を使
うと,

Q[X ]/
(
X 3 − 10

) ∼= K .

であることも分かる.
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代数体の数え上げとは？ 1

代数体はとても重要な対象
↓
「代数体はどのくらいあるのだろう」というのは自然で素朴な問い
↓
実際, 代数体はどのくらいある？ A. 無限個

そういうことやない
例えば, Nの中で偶数も平方数も素数も無限にあるけど,

偶数は全体の半分くらい
素数や平方数は偶数よりも少なそう

というイメージがなんとなくあるはず. それは< X で考えている.
< X において正の整数は大体 X 個, その中で

偶数の個数は, 大体 X
2 個

平方数の個数は, 大体 X 1/2個
素数の個数は, 大体 X

logX 個（素数定理）
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代数体の数え上げとは？ 2

代数体も同じように考えたいが, 代数体だと単に< X は考えられない.
代数体に対して定まる「判別式」という不変量 (の絶対値)で Nに落とし
込むことで, < X を考える.

また, 代数体だと難しい. 今回は代数体の中でも単純な 2次体の数え上げ
を扱う.

(注意) Nに落とし込むための代数体の不変量は, 判別式が自然だという
深い根拠があるわけではない.
どういう不変量が一番本質的なのかはよく分かってない.
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トレースとノルム

F を代数体とし, n = dimQ F とする. α ∈ F に対して,
Tα : F −→ F

∈ ∈

x 7−→ αx

はQ-線型写像である.

TrF (α) := Tr(Tα) ∈ Q,NF (α) := det(Tα) ∈ Qをそれぞれ αのトレース,
ノルムという.

山田 達也 (神戸大学) 2 次体はどのくらい存在するのか？ 2026/10/11 10 / 40



代数体の判別式

「あるモニックな f ∈ Z[X ]が存在して, f (α) = 0」を満たす α ∈ F 全体
の集合をOF とかく.
これは, Qにおいて Zにあたるものを F で考えたものであり, OF は F の
部分環となるので, OF を F の整数環という. 次の事実が知られている.

α ∈ OF については, TrF (α),NF (α) ∈ Z

OF は環であるだけでなく, 階数 nの自由 Z-加群にもなっている, すな
わち,

OF = ω1Z⊕ ω2Z⊕ . . .⊕ ωnZ

となる ω1, ω2, . . . , ωn ∈ OF がとれる. このとき, det
(
(TrF (ωiωj))i ,j

)
∈ Z

は ω1, ω2, . . . , ωnのとり方によらない. この値を F の判別式といい,
Disc(F )とかく. Disc(F ) 6= 0となる.
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数え上げ関数の定義

X > 0に対して, N±
2 (X ) := #{F : 2次体 | 0 < ±Disc(F ) < X}と定義す

る. N±
2 (X )について調べたい, もっというと,

N±
2 (X ) = (よく知られた X の関数) + (誤差)

と表すのが目標.
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パラメータ付けの準備

m ∈ Zがスクエアフリー
def⇐⇒任意の p ∈ Pに対して p2 ∤ m

⇐⇒ ∃ϵ ∈ {±1}, ∃S : Pの有限部分集合 s.t. m = ϵ ·
∏
p∈S

p

例) 1, 15,−70はスクエアフリーだが, 0, 12,−54はスクエアフリーでない.

SF:スクエアフリーな整数全体の集合
P ⊆ Pに対して

SF+P :=

∏
p∈S

p

∣∣∣∣∣∣ S : P の有限部分集合


SF+P = SF∩ Nが成り立つので, SF+P を単に SF+とかく.
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パラメータ付け

m ∈ SF \{1}に対して, Fm := Q[X ]/
(
X 2 −m

)とする.
また, F2 := {Fm | m ∈ SF \{1}}とする.

Proposition 1

1 F2は全ての 2次体を含む.

2 F2の元は全て 2次体である.

すなわち, F2は 2次体全体の集合である.

この Proposition 1を証明する.
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F2は全ての 2次体を含むか 1

任意の 2次体 F をとる.
dimQ F = 2より, 1, αが F のQ-基底となるような α ∈ F がとれる.
a, b ∈ Qが存在して, α2 = a · α+ b · 1 = aα+ b.

1, αは線型独立より α− a

2
= 1 · α− a

2
· 1 6= 0であるから

0 6=
(
α− a

2

)2
=

4b − a2

4
.

よって, 4b − a2 = k2m (k ∈ Q×,m ∈ SF)と一意的に分解できる.

ここでm = 1と仮定すると,

(
α− a− k

2

)(
α− a+ k

2

)
= 0より

α− a− k

2
= 0または α− a+ k

2
= 0 となるから, 1, αが線型独立である

ことに矛盾. m ∈ SF \{1}である.
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F2は全ての 2次体を含むか 2

環準同型 f : Q[X ] −→ F を f (X ) = 2
k

(
α− a

2

)により定めると,

f (1) = 1, f

(
k

2
X +

a

2

)
= α

より f は全射.

f
(
X 2 −m

)
= f (X )2 −m =

4

k2

(
α− a

2

)2
− 4b − a2

k2
= 0

より (X 2 −m
)
⊆ Ker f ⊊ Q[X ]. X 2 −mはQ[X ]の既約元であり, Q[X ]

は PIDより (X 2 −m
)はQ[X ]の極大イデアルであるから,(

X 2 −m
)
= Ker f . 準同型定理より Fm ∼= F .

よって, F2は全ての 2次体を含むことがわかった.
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F2の元は全て 2次体か
m ∈ SF \{1}をとると, X 2 −mはQ[X ]の既約元.
Q[X ]は PIDより (X 2 −m

)はQ[X ]の極大イデアルであるから,
Fmは体である.
環準同型Q −→ Q[X ] −→ Fmがあるので, FmはQの拡大体.
1 +

(
X 2 −m

)
,X +

(
X 2 −m

)は FmのQ-基底となり, Fmは 2次体である.

よって, m ∈ SF \{1}について, F2の元は全て 2次体である.

以上より, F2 = {2次体}である. 2

Fmの元 X +
(
X 2 −m

)を√
mとかく. FmのQ-基底として 1,

√
mをとる

と, α = a+ b
√
m ∈ Fm (a, b ∈ Q)に対して, Tαの表現行列は

(
a bm
b a

)
である. よって,

{
TrFm(α) = 2a,

NFm(α) = a2 − b2m.
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Fmの整数環と判別式

m ∈ SF \{1}とする.

Proposition 2

m ∈ SF \{1}に対して

OFm =

Z⊕ 1 +
√
m

2
Z if m ≡ 1 mod 4,

Z⊕
√
m · Z if m ≡ 2, 3 mod 4.

この Proposition 2から, ∆m := Disc(Fm)とすると,

∆m = Disc(Fm) =

{
m if m ≡ 1 mod 4,

4m if m ≡ 2, 3 mod 4.
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Proposition 2の証明
Proposition 2の証明のため, Proposition 2の右辺を Rmとおく.

1+
√
m

2 が X 2 −X + 1−m
4 ∈ Z[X ]の根であることに注意すれば, OFm ⊇ Rm.

α = a+ b
√
m ∈ OFm (a, b ∈ Q)と仮定すると,

TrFm(α),NFm(α) ∈ Zであるから, 2a, a2 − b2m ∈ Z.
よって, (2b)2m = (2a)2 − 4

(
a2 − b2m

)
∈ Zであり, m ∈ SFより, 2b ∈ Z.

また, (2a)2 ≡ (2b)2m mod 4.

m ≡ 1 mod 4のとき, (2a)2 ≡ (2b)2 mod 4より,
2a, 2bの偶奇は一致し, a− b ∈ Z. よって,

a+ b
√
m = (a− b) +

1 +
√
m

2
· (2b) ∈ Rm.

m ≡ 2, 3 mod 4のとき, (2a)2, (2b)2 ≡ 0, 1 mod 4より,
(2a)2 ≡ (2b)2 ≡ 0 mod 4であるから, a, b ∈ Z. よって,

a+ b
√
m ∈ Rm. 2
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N±
2 (X )の分割
便利のため, ∆1 := 1とする.
n,m ∈ SFについて, n 6= m =⇒ ∆n 6= ∆m =⇒ Fn 6= Fmであるから,

N±
2 (X ) + 1(0,X )(±1) =

∑
m∈SF

0<±∆m<X

1

=
∑
m∈SF

m≡1 mod 4
0<±m<X

1 +
∑
m∈SF

m≡2 mod 4
0<±m<X/4

1 +
∑
m∈SF

m≡3 mod 4
0<±m<X/4

1

=
∑
s∈SF

s≡1 mod 4
0<±s<X

1 +
∑
s∈SF

s≡1 mod 2
0<±s<X/8

1 +
∑
s∈SF

s≡3 mod 4
0<±s<X/4

1.

ϵ ∈ {±1}, (t, a) ∈ {(2, 1), (4, 1), (4, 3)}で, 次の Nϵ(Y , a; t)を調べたい.

Nϵ(Y , a; t) :=
∑
s∈SF

s≡a mod t
0<ϵs<Y

1
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Gegenbauerの定理
Theorem 1 Gegenbauerの定理 (合同条件付き)

ϵ ∈ {±1}, (t, a) ∈ {(2, 1), (4, 1), (4, 3)}に対して
Nϵ(Y , a; t) :=

∑
s∈SF

s≡a mod t
0<ϵs<Y

1 =
8

π2t
Y + O

(
Y 1/2

)
(Y > 0).

もしこの Theorem 1が示されれば, 次の定理が得られる.

Theorem

N±
2 (X ) =

3

π2
X + O

(
X 1/2

)
(X > 0).

実際, 1(0,X )(±1) = O
(
X 1/2

)と Theorem 1より
N±
2 (X ) = −1(0,X )(±1) + N±1(X , 1; 4) + N±1

(
X

8
, 1; 2

)
+ N±1

(
X

4
, 3; 4

)
=

3

π2
X + O

(
X 1/2

)
.
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Möbius関数の定義

f : N −→ Cが乗法的関数 def⇐⇒

{
f 6= 0 (i.e. ∃n ∈ N s.t. f (n) 6= 0),

n,mが互いに素 =⇒ f (nm) = f (n)f (m).

乗法的関数 f は f (1) = 1を満たし, f
(
pk
)
(p ∈ P, k ∈ N)の値によって一

意的に決まる.

Definition (Möbius関数)

µ(p) = −1, µ
(
p2
)
= µ

(
p3
)
= µ

(
p4
)
= · · · = 0により定まる乗法的関数

µ : N −→ CをMöbius関数という.

µの値域は {−1, 0, 1}であり, n ∈ Nに対して µ(n) 6= 0 ⇐⇒ n ∈ SF+.
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Möbius関数の性質

Proposition 3 (Möbiusの反転公式, µ ∗ 1 = ε)

n ∈ Nに対して
∑
d |n

µ(d) = 1{1}(n) =

{
1 if n = 1,

0 if n 6= 1.

ただし, 左辺の総和は, nの正の約数全体を渡る.

n = 1のときは明らか. n 6= 1とすると∑
d |n

µ(d) =
∑
q|n

q∈SF

µ(q) =
∑
q|n

q∈SF

∏
p|q

µ(p) =
∏
p|n

(1 + µ(p)) = 0.

2
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包除原理の例

Q. 2の倍数でも, 3の倍数でも, 5の倍数でもないような 1から 100の整
数は何個あるでしょう？

ベン図を使って考えると分かりやすく,

(2, 3, 5の倍数でない)

= (全体)− (2の倍数)− (3の倍数)− (5の倍数)

+ (6の倍数) + (15の倍数) + (10の倍数)− (30の倍数)

= 100− 50− 33− 20 + 16 + 6 + 10− 3 = 26 個

「2, 3, 5の倍数でもない」というのは扱いにくいので, 「2, 3の倍数」や
「2, 3, 5の倍数」などの扱いやすいものの足し引きを考えることで求めた.
−→雑にいうとこれが包除原理の考え方
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包除原理

Theorem (包除原理)

S を有限集合とし, 各 p ∈ Pに対して, Sp ⊆ S が与えられているとする.
また, P ⊆ Pは次の条件を満たすと仮定する.

(条件) 各 s ∈ S について, s ∈ Sp となる p ∈ P は有限個
このとき,

⋂
p|q

Sp 6= ∅である q ∈ SF+P は有限個で,

#
⋂
p∈P

(S \ Sp) =
∑

q∈SF+
P

µ(q)#
⋂
p|q

Sp.
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包除原理の証明 1

s ∈ S に対して ns :=
∏
p∈P
s∈Sp

pとする. （仮定より有限積）

q ∈ SF+P に対して, Sq :=
⋂
p|q

Sp とすると,

Sq 6= ∅ ⇐⇒ ∃s ∈ S s.t. ∀p | q, s ∈ Sp

⇐⇒ ∃s ∈ S s.t. q | ns
=⇒ q |

∏
s∈S

ns

よって, Sq 6= ∅である q ∈ SF+P は有限個.∑
q∈SF+

P

µ(q)#Sq =
∑

q∈SF+
P

µ(q)
∑
s∈S

1Sq(s)

=
∑
s∈S

∑
q∈SF+

P

µ(q)1Sq(s)
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包除原理の証明 2

ここで, s ∈ S , q ∈ SF+P に対して,

1Sq(s) = 1 ⇐⇒ ∀p | q, s ∈ Sp ⇐⇒ q | ns

であるから, ∑
s∈S

∑
q∈SF+

P

µ(q)1Sq(s) =
∑
s∈S

∑
q∈SF+

P
q|ns

µ(q)

=
∑
s∈S

∑
q|ns

µ(q)

=
∑
s∈S
ns=1

1 = #
⋂
p∈P

(S \ Sp).

2
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包除原理の適用
Theorem 1 (再掲) Gegenbauerの定理 (合同条件付き)

ϵ ∈ {±1}, (t, a) ∈ {(2, 1), (4, 1), (4, 3)}に対して
Nϵ(Y , a; t) :=

∑
s∈SF

s≡a mod t
0<ϵs<Y

1 =
8

π2t
Y + O

(
Y 1/2

)
(Y > 0).

S = {s ∈ Z | 0 < ϵs < Y , s ≡ a mod t}とし, p ∈ Pに対して,
Sp =

{
s ∈ S

∣∣ p2 | s}とする. また, P := P \ {2}とする.
これらを用いると,

Nϵ(Y , a; t) =
∑
s∈SF

s≡a mod t
0<ϵs<Y

1 = #
⋂
p∈P

(S \ Sp)

と表せる. 包除原理より,

Nϵ(Y , a; t) =
∑

q∈SF+
P

µ(q)#
⋂
p|q

Sp.
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Spの共通部分

各 q ∈ SF+P に対して, t と qは互いに素であり, q2 ≡ 1 mod t であるから,⋂
p|q

Sp =
{
s ∈ Z

∣∣ 0 < ϵs < Y , s ≡ a mod t, p2 | s (∀p | q)
}

=
{
s ∈ Z

∣∣ 0 < ϵs < Y , s ≡ a mod t, q2 | s
}

=
{
s ∈ Z

∣∣ 0 < ϵs < Y , s ≡ aq2 mod tq2
}

よって,
Nϵ(Y , a; t) =

∑
q∈SF+

P

µ(q)
∑

0<ϵs<Y
s≡aq2 mod tq2

1.
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内側の和の評価
Lemma 1

k ∈ Z,m ∈ Nとすると, X > 0に対して, 次が成り立つ.∑
0<ϵn<X

n≡k mod m

1 =
X

m
+ O(1),

∑
0<ϵn<X

n≡k mod m

1 ≤ X

Rm(ϵk)
.

ただし, Rm(ϵk)は ϵk ≡ b mod mとなる最小の b ∈ Nを表す.

ここでパラメータQ をとり, qの和を q < Q と q ≥ Q に分割する.

Nϵ(Y , a; t) =
∑

q∈SF+
P

µ(q)
∑

0<ϵs<Y
s≡aq2 mod tq2

1

=
∑

q∈SF+
P

q<Q

µ(q)
∑

0<ϵs<Y
s≡aq2 mod tq2

1

︸ ︷︷ ︸
=:A1

+
∑

q∈SF+
P

q≥Q

µ(q)
∑

0<ϵs<Y
s≡aq2 mod tq2

1

︸ ︷︷ ︸
=:A2

.
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A2の評価
Lemma 1と Rtq2

(
aq2
)
≥ q2より

|A2| ≤
∑

q∈SF+
P

q≥Q

|µ(q)|

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

0<ϵs<Y
s≡aq2 mod tq2

1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∑

q∈SF+
P

q≥Q

1 · Y

Rtq2(aq
2)

≤ Y
∑
q≥Q

1

q2

≤ Y

∫ ∞

Q

1

x2
dx

= O

(
Y

Q

)
.
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A1の評価

A1 =
∑

q∈SF+
P

q<Q

µ(q)

(
Y

tq2
+ O(1)

)

=
Y

t

∑
q∈SF+

P

µ(q)

q2
− Y

t

∑
q∈SF+

P
q≥Q

µ(q)

q2
+ O

 ∑
q∈SF+

P
q<Q

|µ(q)|


=

Y

t

∑
q∈SF+

P

µ(q)

q2
+ O

Y
∑
q≥Q

1

q2

+ O

 ∑
0<q<Q

1


=

Y

t

∑
q∈SF+

P

µ(q)

q2
+ O

(
Y

Q

)
+ O(Q)
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主要項の係数
ここで,( ∞∑

n=1

1

n2

) ∞∑
q=1

µ(q)

q2

 =
∞∑

m=1

∑
n,q

nq=m

µ(q)

n2q2
=

∞∑
m=1

1

m2

∑
q|m

µ(q) = 1.

また,

−1

4

∑
q∈SF+

P

µ(q)

q2
=
∑

q∈SF+
P

µ(2q)

(2q)2
=

∑
q∈SF+ \ SF+

P

µ(q)

q2

=
∑

q∈SF+

µ(q)

q2
−
∑

q∈SF+
P

µ(q)

q2
.

よって,∑
q∈SF+

P

µ(q)

q2
=

4

3

∑
q∈SF+

µ(q)

q2
=

4

3

∞∑
q=1

µ(q)

q2
=

4

3

( ∞∑
n=1

1

n2

)−1

=
8

π2
.

山田 達也 (神戸大学) 2 次体はどのくらい存在するのか？ 2026/10/11 36 / 40



Qの選択

以上より,

Nϵ(Y , a; t) =
8

π2t
Y + O

(
Y

Q

)
+ O(Q)

Q が大きければ Y

Q
は小さく, Q が小さければ Y

Q
は大きいので, いい塩梅

のQ を選択する. いい塩梅とはQ =
Y

Q
が成り立つQ で, それは

Q = Y 1/2. このとき,

Nϵ(Y , a; t) =
8

π2t
Y + O

(
Y 1/2

)
.

2
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2次体の数え上げの漸近公式

Theorem (再掲)

N±
2 (X ) =

3

π2
X + O

(
X 1/2

)
(X > 0).

主要項の係数 3

π2
は大体 0.3039635509 . . .くらい.

O
(
X 1/2

)より良い誤差の評価として, O

(
X 1/2 exp

(
− c(logX )3/5

(log logX )1/5

))
が知られている (予想はOε

(
X 1/4+ε

)
).
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2次体以外の数え上げの例

Theorem (Bhargava–Taniguchi–Thorne, 2024)

#{F : 3次体 | |Disc(F )| < X} = cX + kX 5/6 + Oε

(
X 2/3+ε

)
.

Theorem (McGown–Tucker, 2024)

#{F : 4次体 | Aut(F ) ∼= C2, |Disc(F )| < X} = AX + Oε

(
X 5/8+ε

)
.

Theorem (Y.)

#{F : 6次体 | Aut(F ) ∼= S3, |Disc(F )| < X}

= CX 1/3 + KX 5/18 + Oε

(
X 8/29+ε

)
.

ただし, Aut(F )は環 (準)同型 F −→ F 全体が合成を演算としてなす群を
表す.
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