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分野

• 特異点論
• 発表内容の結果としては微分トポロジーっぽい話です
• 僕自身は代数幾何の勉強をしてます
• なので代数幾何っぽい話からしていきたいと思います。後半はトポロジーの話に移
りたいと思います。でも最後にまた代数幾何の話もするかもしれません。
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分野
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分野
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特異点周りの幾何学

ここすべての変数をCと考えます。次元というと実次元で考えます（2×実次元=複素次
元)

定義

特異点とは多項式P(x1, . . . xn)＝0の偏微分がすべての変数において消えるもの。具体的
にいくつか例を見ていきましょう。

Examples

y2 = x3は明らかに原点に特異点を持っている(教科書的な例)(実次元2)

Examples

xy = y2も原点に特異点をもってる

特異点を知りたい場合局所的な考察をすると面白いことが起こることがある。
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特異点周りの幾何学

構成

四次元球面を複素数を使って{(x , y) ∈ C2||x |2 + |y |2 = ε}こう表します。　
これを三次元に落とし込みます。これは複素解析でリーマン球面のステレオグラフ射影
の三次元版を考えます

(2次元のステレオフラフ射影の図)
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構成

(x , y)→ (
εRe(x)

ε− Re(y)
,
εIm(x)

ε− Re(y)
,
εIm(y)

ε− Re(y)
)(Re(y) 6= ε) (1)

(x , y) =∞(Re(y) = ε) (2)

逆写像は

(u, v ,w)→ (
2ε(u + iv)

u2 + v2 + w2+2
,
u2 + v2 + w2 − ε2 + 2wiε

u2 + v2 + w2 + ε2
) (3)

∞→ (0, ε) (4)

で一対一対応となり、いい感じに4次元球面は3次元+無限遠点だとわかりました。

前の例に戻ります
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特異点周りの幾何学

Examples

xy = y2は複素数直線y＝0とx＝yの和です（代数幾何的に言うとReducibleな多様体になり
ます。）こいつと先ほどの複素球面は計算したらわかることですが、三次元座標では

{(u, v ,w) ∈ R3 : w = 0, u2 + v2 = ε} (5)

と
{(u, v ,w) ∈ R3 : v = w , (u − ε)2 + 2v2 = 2ε2} (6)

の和。つまり円と楕円の絡み目となります。ここでは絡み目という言葉をどう縮ませて

もお互いを交差せずに一点にできない図形のことを言います
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特異点周りの幾何学

もう一つの方の例を見てみましょう。

Examples

y2 = x3はどの点も(s2, s3)と書けます。つまり、円の方の座標で考えると|x |2 + |y |2 = εな
ので |s| = δとするとδはδ4 + δ6 = εを満たす唯一の実数となり、円と代数曲線の交点
はS = {(x , y) ∈ C2 : (δ2e2it , δ3e3it)}となります.
これはT = {(x , y) ∈ C2 : |x | = δ2, |y | = δ3}の部分集合となりますが。実は構成で話した
ステレオグラフ射影を使うとトーラスに射影されることがわかります。これを見ていき
ましょう。

10 / 34



特異点周りの幾何学

Examples

ステレオグラフ射影によれば　Tは

2ε2
√

u2 + v2 = δ2(u2 + v2 + w2 + ε2) (7)

となりますが整理すると

(
√

u2 + v2 − δ−2ε2)2 + w2 = ε2δ2 (8)

となりますが、これはおなじみの円

(v − ε2δ−2)2 + w2 = ε2δ2 (9)

のw軸に対する回転、つまりはトーラスとなります。
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特異点周りの幾何学

Examples

さらにこの特異点周りの集合Sは最も簡単な非自明な結び目である三葉結び目であるこ

とがわかります。 トーラス結び目ともいわれてトー
ラス上にピッタリくっつく結び目のことを言うみたいです（うぃきぺでぃあ）
この例では曲線が一回転してるうちにx軸で二回転、y軸で三回転してるので三葉結び目
といいます

ほかの例は？？

一つ例を見つけると一般化したくなるのが数学者の性(サガ)！！
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特異点周りの幾何学

問題は特異点の周りの考察です。特異点は昔からいろいろな人を魅了してきました。
(Newton,Zariski, Abhyankar,Hironaka,Thom,Arnold )。
簡単のため2変数で考えてみましょう。f (x , y) = xp + yqはほぼ自明に原点に特異点を持
ちます。もし仮にpとqがお互いに素ならば次の結果がわかります。

Brauner 1928

V = f −1(0)とSεの交点は（p、q）型のトーラス結び目となる。

証明自体は簡単な定理ですが、理論的に興味深いと思います。結び目の補空間の基本群
はふつう非自明なので特異点の周りに結び目があると基本群が非自明になることが想像
つくと思います。これのアイデアは一般化されて代数幾何でのあるクラスの環から生成
される特異点の存在を基本群で判定できることをMumfordやBrieskornは証明しました。

Mumford

有理二重特異点 if and only if 局所基本群が有限群

Durfeeはこんな感じで有理特異点に関する15の同値な性質を論文でまとめました。
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Egbert Brieskorn

業績　

• 商特異点と同時特異点解消←大体この辺
• 単純特異点とリー環の関係性
• エキゾチック球面の位相←次これ
• ローレンツ幾何学
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特異点周りの幾何学

問題

特異点から考えられる結び目の高次元類似物は何か？
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特異点周りの幾何学

自然な発想としてこの例を一般化したいと思います。抽象化するとどいういことが言え
るでしょうか？まずCを値にとる多項式である。f (x1 . . . xn+1)ということがいえそうで
す。(Brieskorn多項式のアイデア)
今考えたいのはf (x1, . . . xn+1) = 0となる(x1 . . . xn+1)の集合なので f −1(0)を考えることに
等しいと思います。これと半径εの円との交点を考える→局所的な考察がこの発表の主に
やりたいこととなります
が仮にここで0が特異点でなかったとしましょう。Preimage theoremという(僕はLevel set
theoremと覚えてました)定理によって滑らかな写像の逆像は実2n次元多様体となり、そ
してそのSとの交点は(交わることによってさらにLevelSetがしていされるので超平面の超
平面となり)2ｎ-1次元となります。さて、これは球面の部分集合なので当然正則
で2ｎ-1次元の球面と微分同相になります。実はこの集合は2n+1次元の球面に結び目な
しで埋め込まれてることがモース理論を使うことによって証明されることがわかりま
す！！
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高次元化

これから特異点というとすべて孤立特異点のことを指します。
今論じてた特異点と結び目の理論の高次元化はBrieskornとMilnorによって大体基礎が作ら
れました。
Sεについてですが一般にεを超平面V = f −1(0)と横断的に交わるようにとれることが証明
できます。横断的という単語がわからなければ重解がないという風に受け取ってくれて
いいです
今まで結び目という単語を感覚的に使ってきましたがじゃあそもそも結び目とはなんぞ
や？という話です

形式的な定義

結び目とは円周の三次元球面への埋め込みのことを言う

僕は結び目とは何か？というので余次元2現象の一つだと考えています。次のスライドで
はこの余次元2現象の例をいくつか見ていきながら結び目の高次元化を目指していきたい
と思います
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余次元2

低次元トポロジー

手術理論→余次元2以上で埋め込まれたら多様体を手術できる

可環論・代数幾何

正規特異点→正規環の代数多様体の特異点は高々余次元2である

複素幾何学・多変数複素解析

Hartog（ハルトーク）現象(可除特異点定理)→ Sが余次元2以上ならM/Sの正則関数は一
意にMに正則に延長できる

代数幾何・トポロジー

d重分岐被覆とは余次元2のCW複体Rπ ⊂ Yで固有射π : X → Yが
π : X − π−1(Rπ)→ Y − Rπでd重被覆であるものである
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Brieskorn多様体

このように数学では余次元２で様々な興味深い現象が起こります。なので結び目は当然
一般化されるならS2n+1に埋め込まれたLV ∼= S2n−1と考えるのが自然です。この結果を目
指しましょう。
Brieskornはf (z1 . . . zn+1) = za11 + . . . z

an+1

n+1 (ai ≥ 2)の形の多項式の特異点を調べました。

f (z1 . . . zn+1) = 0を満たす集合Vは複素ｎ次元の超曲面となりますがLV = V ∩ Sεを考えま
す。これからこのLVを特異点の(一般的に)リンクと呼びますがBrieskorn多項式のリンク
をBrieskorn多様体と呼びます。

Remark

リンクは今の時点では結び目とも絡み目とも違う概念です。

Brieskorn多様体はなぜ興味深いかというと多くの場合（後述するようにアレクサンダー
多項式によって）トポロジー球面となり具体的になんかしらのポアンカレ予想の反例を
見つけることが多々あるからです
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Milnor Fibration

Milnorは(特異点が作られるHyperplaneとは)逆に非特異な集合と特異点の関係性について
調べ具体的に元の多様体のトポロジーについて調べました。

注意

ここではfはBrieskorn多項式とは仮定してません。特異点のある解析関数だとなんでもい
いです

π =
f

|f |
: Sε − LV → S1 (10)

ミルナーが証明したことはこれはトポロジカルにはファイバーになっているということ
です。(Milnor fibration)。つまりこれの逆写像π−1(e iθ)が各点で多様体となり円でパラメ
ーターづけられてることがわかります。証明にはEhresman fibration theoremを使います
図形的に考えるとSは半径の2ｎ+1次元の球面はリンクを境界としたπ−1(e iθ)の逆像で分
解されます
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Fibrationとは？

この図はこの界隈で有名なものですが、説明すると0で尖ってる図形が特異点を持つ集合
である K1 ∪ K2 = LVという解釈になります。
とするとうまい感じに摂動を施して f (z1...zn+1)

|f (z1...zn+1)| = e iθとなる(z1 . . . zn+1)を探してみた感じ

ですね。各ファイバーは(孤立特異点の時)2ｎ次元の境界付き平行化可能多様体となり境
界はリンクLVとなります。
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Milnor fibration

この構造はトポロジーをやっている人たちからはOpenbook decompositionといわれるも
のの例になってます。簡単に言うとSは2n-1次元の多様体になりますが、それを2n-3次元
のリンク(トポロジーではバインドと呼ばれます)を境界としてるファイバ
ーFθ = π−1(e iθ)(トポロジーの言葉ではではページと呼ばれます)に分解されます。すべ
てのページはお互いに微分同相です。3次元や結び目に詳しい人はここでピンと来るかも
しれませんがオープンブック分解にはモノドロミーというページの境界を動かさない自
己同型写像が定義されそれがのちに重要になります
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錘定理

Examples

結び目の言葉に翻訳するとこうなります。f = x2 + y3の特異点周りのミルナーファイブ
レーションは三葉結び目のファイバー結び目を構成する
→多項式と微分トポロジーの知識で結び目理論の結果！！

補足ですがミルナーは更にリンクの連続的な構造も調べました。今までは球面との交差
はどうなるだろう？と現れたのがリンクでしたが球と交差させた特異点を持つ超曲面は
トポロジー的にはリンクの錘になることが示されました
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Milnor exotic sphere

ミルナーのほかの偉業にミルナー７球面があります。こちらのほうがよく知られてるか
もしれませんが、簡単に説明しようと思います
ポアンカレ予想にはいくつかのクラスがあります。ホモトピー球面なら同相か？という
のが一般に言うポアンカレ予想です。
実はポアンカレ予想の最もナイーブな形はこうです

conjecture

(ポアンカレ予想の原型) 2次元ホモロジー球面なら同相か？

実はこれは偽です。反例は実はポアンカレによって見つけられてます(後で話します。こ
れもBrieskorn多項式として現代では解釈されます)なのでホモトピー球面に関する問題が
ポアンカレ予想と呼ばれるようになりました
Milnorの７球面というのはある種のポアンカレ予想に関する反例、ホモトピー球面なら
微分同相か？という問題に関する特殊な次元での反例のことです(ちなみにBriekorn多項
式を使えば１１次元や１５次元のエキゾチック球面も調べられるます！！
BrieskornーHirzurbrch)
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Milnor exotic sphere

ミルナーは1956年にモース理論、特製類、Hirzurbruchの符合定理、Hopf束の知識を使
い28個のエキゾチック球面の構成をしました。つまり当時のトポロジーの知識を総動員
して証明された最先端の定理というわけです。この結果で彼は1961年にフィールズ賞を
受賞しています。
微分ポアンカレ予想についてまとめます・

微分ポアンカレ予想

微分ポアンカレ予想は1、2、3次元については真（単連結なら微分同相である）4次元は
未解決問題、5次元以上で微分ポアンカレ予想が正しいのは61以下の数に対して、5、6、
12、56、61次元である。

KervaireとMilnor は1963年にnにおいて微分ポアンカレ予想が正しくない場合Exotic
Sphereは有限個しかないことを証明しました(n=7の時は28個のExotic sphere、n=11の時
は992個のExotic sphere”しか”ありません)
Brieskornは１９６６年に多くのExtoic球面はBrieskorn多様体として実現可能だと証明しま
した。
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リンクはホモトピー球面？

そしてさらにHirzurbruch(代数幾何で有名なドイツの数学者です(Hirzurbruch Rieman
Rochの定理、巡回特異点の解消問題))がにすべてのMilnor Exotic 球面はBrieskorn多様体
であると証明しました！
BrieskornとHirzurbruchはどうやって微分ポアンカレ予想について調べたのでしょう？そ
のためにはリンクに対するトポロジカルな考察が必要になります。
3次元の時はアレクサンダー多項式は3次元の時ファイバー結び目から（三次元オープン
ブック分解から）そのモノドロミー作用の行列式としてアレクサンダー多項式が定義さ
れます。（具体的に言うとLVが結び目でオープンブック分解のF1の自己同型作用hから誘
導されるホモロジーの作用h∗ : H1(F1)1(F1)の行列式 ∆(t) = det(tI∗ − h∗)）と定義され
|∆(1)| = 1という性質を持ちます
→ミルナーファイブレーションによってオープンブック分解が与えられてるので自然と
アレクサンダー多項式の高次元類似物が考えれる！！これによればアレクサンダー多項式
の類似物 |∆f (1)| = 1→ LVはホモトピー球面であることが証明されてる！！
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リンクはホモトピー球面？

これで多くの場合のBrieskorn多項式がホモトピー球面であることが実際にBrieskorn多項
式のアレクサンダー多項式の類似物によりわかります。
Brieskorn多項式 f (z1 . . . zN) = za11 + . . . (zn+1)an+1 のアレクサンダー多項式は
∆(t) = Π(t − ω1 . . . ωn+1). ωiは1のai乗根

Brieskorn-MilnorのExotic Sphere

a2 + b2 + c2 + d3 + e6k−1 = 0(k = 1 . . . 28)と10次元Sε球面との交点はホモトピー球面とな
り各kが違えば微分同相でない

　

Examples

一般化された三葉結び目 a1 . . . an = 2, an+1 = 3を考えたときにアレクサンダー多項式
はnが奇数の時は∆(t) = t2 − t + 1で偶数の時はt2 + t + 1となり2n-1次元の時だけトポロ
ジカル球面になります。実は9次元の時は球面と微分同相とならずKervaireのエキゾチッ
ク9球面の例となることがわかってます
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リンクはホモトピー球面？

実際にホモトピー球面であるという事実から28個の異種球面が示されるのはたくさんの
ステップがいるので(特性類の計算）ここでは置いておきます余談ですがアレクサンダー
多項式の計算にはヴェイユゼータ関数とも関係するみたいなので面白い話題は尽きない
と思います
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曲面の特異点

Brieskorn多項式は低次元だと特に代数幾何と結びつきが強くなります(McKay対応)ここで
は曲面の特異点がどのようにトポロジカルな帰結を導いてくれるのか見ていきたいと思
います代数幾何になじみの深い人は z21 + z32 + z53 = 0の方程式の意味が分かるかもしれま
せん。これは２次元の二重有理特異点となっています。Dynkin図形でいうとE８となりま

す。
この二重有理特異点自体、商特異点だとかDu val特異点だとかクライン特異点とかいろ
いろ呼ばれてます（代数幾何では）
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Poincare Homology Sphere

この定理は特異点とリンクの関係性がが注目されるきっかけとなったものの一つです

Mumford 1961

3次元ホモトピーポアンカレ予想は結び目を使って否定的解決はできない

似たような定理でこういうことも言えます(ちょっと強いかもしれません)

Theorem

n 6= 2の時リンク（Brieskorn多様体と限らないリンク）はホモロジー球面と同じホモロジ
ーの時の時S2n−1と同相、逆も言える。

ちょっとがっかりですが、n 6= 2のホモロジー球面であるがホモトピー球面でない例がさ
っきから仄めかしてる2重有理特異点の方程式となるわけです。
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Poincare Homology Sphere

Proposition

Brieskorn多様体として f (z1, z2, z3) = z21 + z32 + z53 = 0はホモロジー球面である

理由

アレクサンダー多項式を計算してみたら ∆f (t) = (t30−1)(t5−1)(t3−1)(t2−1)
(t15−1)(t10−1)(t6−1)(t−1)となるの

で∆(1) = 1である。

反例

しかしこの例はホモトピー球面ではない

説明

代数幾何(可換環)の知識によりS/G̃と同相になる(G̃は二重正二十面体群というSU(2)の中
に存在する正二十面体群の二重被覆)。しかし普遍被覆の理論によりπ1(S/G̃ ) ∼= G̃となり
ます。 31 / 34



Poincare Homology Sphere

群論っぽい構成を行いましたが幾何学的な構成もできます。

正12面体で書かれてるローマ数字を同一視すればこの空間ができることをポアンカレが
示しました
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まとめ＆発展

• 特異点はトポロジカルな視点をするだけでいろいろな数学とつながる(実はこの結果
の多くは代数幾何の言葉でも翻訳することができ混合Hodge構造という数学にもつ
ながるそうです)

• これをきっかけに特異点に興味を持ってくれると嬉しいです
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The End
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