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位相空間 X の開集合全体が成す順序集合を O(X) と表せば、連続写像 f : X → Y に対し単調写像

f−1 : O(Y ) → O(X)が定まる。よって、位相空間と連続写像の圏 Topから順序集合と単調写像の圏 Posへ

の反変函手 O : Topop → Posが得られる。まず次の問題を考えよう：

O(X)から X を復元することができるか？

ここで O(X)をフレーム（frame）という良い完備束、すなわちある種の“代数”構造と思えば、上の問題は

数学でしばしば現れる“空間と代数の双対性”の枠組みで捉えることができる。実際、Posの部分圏としてフ

レームとフレーム準同型の圏 Frmを考えれば、ある反変函手 pt: Frmop → Topが存在して随伴

Top Frmop⊥

O

pt

を与える。この随伴の単位X → pt(O(X))が同相写像になるようなX は sober空間と呼ばれる。Hausdorff

空間やスキームなど多くの空間は soberなので、先程の問題は多くの場合に肯定的に解決できる。

さて、フレーム O(X)が空間 X についての多くの情報を持っているという事実に基づいて、一般のフレー

ムそのものを“空間”と見なして位相空間論を展開する試みがある。このようなアプローチを、点集合論的な

空間論と対比して、point-free topology（a.k.a. pointless topology）という。射の向きを Topに合わせる

ために Loc = Frmop とおき、フレームを Locの対象と見なしたものをロケール（locale）という。本講演

では、ロケールによる point-free topologyの枠組みにおいて、どの程度従来の位相空間論の類似を展開でき

るかを概説する。具体的には次のトピックについて話す：

• ロケールに対する“部分空間”の概念

• 位相空間の様々な性質に対応するロケールの性質について

• 位相空間の構成（直積・直和・コンパクト化など）に対応するロケールの構成について

また、point-free topologyを考えることの大きな利点として、構成的数学やトポス理論といった弱い論理

の上での数学と相性がいいことが挙げられる。従来の位相空間論では、Tychonoffの定理と選択公理が同値で

あることなど、非構成的原理を本質的に要求する場面が多くある。もし時間に余裕があれば、弱い数学では従

来の空間概念がうまく振る舞わないことを紹介し、そうした数学においてロケールを用いることの利点につい

て論じたい。

■前提知識・文献案内 本講演では、標準的な位相空間論（コンパクト性・分離公理など）および圏論（極限・

随伴など）の知識を仮定する。束論や Stone双対性（和書では [田中 00]がよい入門書である）に触れたこと
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があるとなおよい。また、講演の序盤で触れる位相空間とロケールの双対性については [SGL]の IX章が読み

やすい。日本語の概説 [ぺ 18; ぺ 19]もある。より本格的にロケール理論を学ぶには、point-free topology以

外の話題も盛りだくさんの古典的名著 [Joh82]や、比較的新しいモノグラフ [PP12]をおすすめする。
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